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เวกเตอร์เวกเตอร์
VectorVector

นายสมควร โพธารินทร์
ห้องพกั ๖ – ๒๐๓/๑ 

E-mail; sky_ubu@hotmail.com

Tel. ; ๐๘ - ๕๙๑๗ - ๘๘๕๗ 
หมวดวิชาฟิสิกส์ สาขาวิชาวิทยาศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์

มหาวิทยาลยัเกษตรศาสตร์ วิทยาเขตเฉลิมพระเกียรติ จงัหวดัสกลนคร

General Physics I

ปริมาณต่างๆ ในวชิาฟิสิกส์แบ่งเป็น 2 ประเภท  คือ

ปริมาณสปริมาณสเกเกลาร์ลาร์  (Scalar Quantity)(Scalar Quantity) ปริมาณเวกเตอร์ ปริมาณเวกเตอร์ (Scalar Quantity)(Scalar Quantity)

ปริมาณที@ระบุเพยีงขนาดและ
หน่วย กไ็ด้ความสมบูรณ์  เช่น     
มวล (kg)  พืHนที@ (m2)  ความถี@ (Hz)    
เวลา (s) อุณหภูมิ ( K )    เป็นต้น

ปริมาณที@ต้องระบุทัHงขนาด และ 
ทศิทาง จึงได้ความสมบูรณ์  เช่น  
การกระจัด  ความเร็ว  ความเร่ง  
แรง    เป็นต้น

เวกเตอร์และสเกลาร์
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สัญลกัษณ์เวกเตอร์สัญลกัษณ์เวกเตอร์

ปริมาณเวกเตอร์ปริมาณเวกเตอร์  โดยทั@วไปเขียนด้วยลูกศรที@มีความ
ยาวเท่ากบัขนาดของเวกเตอร์ และมีทิศเดียวกบัเวกเตอร์บน
ลูกศรจะมีอกัษรย่อกํากบัว่าเป็นเวกเตอร์ของปริมาณใด เช่น

มีแรง F
v

ขนาด 30 N   กระทําต่อวัตถุทิศขวา

F
v

ขนาด 30 N
30F N=

v

คุณสมบติัของเวกเตอร์
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คุณสมบติัของเวกเตอร์ (ต่อ)

A
v

A−
v

การคูณเวกเตอร์ดว้ยสเกลาร์ 
เป็นการเพิ3มขนาดของเวกเตอร์ โดยมีทิศทางเดิม

2p
v

การบวก-ลบ เวกเตอร์การบวก-ลบ เวกเตอร์

การบวกเวกเตอร์

การบวกเวกเตอร์ทําได้ 2 วธีิ คอื   การบวก
เวกเตอร์โดย วธีิเขียนรูป และ วธีิคาํนวณ



08/08/59

4

  การบวกเวกเตอร์ 2 เวกเตอร์

P
v

Q
v

R
v

P
v

Q
vR

v

P
v

Q
v

  เวกเตอร์ลพัธ์ และเวกเตอร์กู้

P
v

Q
v

R
v

เวกเตอร�กู	 จะมีขนาดเท�ากันกับเวกเตอร�ลัพธ� แต�ทิศทางตรงกันข	าม

R
v

−

R
v

− คือ เวกเตอร
กู�

R
v

คือ เวกเตอร
ลัพธ


θ
α

180α θ= +

คือ มุมของเวกเตอร�กู	

คือ มุมของเวกเตอร�ลัพธ�θ
α

เวกเตอร�กู	

เวกเตอร�ลัพธ�
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การบวกเวกเตอร์

AR B= −
v v v

A
v

R
v

B
v

A
v

R
v

B
v

B−
v

( )AR B= −+
vv v

- การลบ : เป็นการบวกดว้ยเวกเตอร์ที3มีทิศทางตรงกนัขา้ม

ลากหางต่อหาง เวกเตอร์ลพัธ์ คือ เวกเตอร์ที3ลากจากหวัเวกเตอร์สุดทา้ยถึงหวัเวกเตอร์แรก

A
v

B
v

BR A −=
v v v
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กฎการสลับที่กฎการสลับที่

A
v

+
B
v

A
v B

vR
v

A B+
v v

B
v A

v

R
v

B A+
vv

A
v

B
vB

v
A
v

ถ้ายก R
v

ในรูปมาซ้อนจะได้

RABBA
vvvvv

=+=+

สมบัติการบวกเวกเตอร


12

กฎการเปลี@ยนกลุ่มกฎการเปลี@ยนกลุ่ม

( ) ( )CBACBAR
vvvvvvv

++=++=

+ +
A
v

B
v

C
v

A
v

B
v

C
v

R
vBA

vv
+

( ) CBAR
vvvv

++=

A
v

B
v C

v

R
v

CB
vv

+

( )CBAR
vvvv

++=
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A
v B

v

AB
vv

−BA
vv

− )( BA
vv

−+=

B
v

− B
v

−A
v

)( AB
vv

−+=

B
v

A
v

− A
v

−

ABBA
vvvv

−≠−

การลบเวกเตอร์

เรียกว�า กฎของโคไซน� (cosine’s law)

หรือ สามารถหาได	จากกฎของไซน� sine’s law)
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การบวกเวกเตอร์ โดยการคาํนวณ

           เวกเตอร์หนึ@งหน่วย (Unit vector) คอื เวกเตอร์ที@มีขนาดหนึ@ง
หน่วย  และมทีศิเดียวกบัเวกเตอร์ที@สนใจ (ใช้สําหรับกาํหนดทศิทาง)

ถ้า A
v

เป็นขนาดของเวกเตอร์

â เป็นเวกเตอร์หนึ@งหน่วยในทศิเดียวกบั 

A
v จะได้ ˆ

A
a

A
=

v

หรือ ˆ ˆA A a Aa= =
v

A
v

â

A
v

องคป์ระกอบเวกเตอรใ์นระบบพิกดัฉาก

xA

yA A
v

y

x
θ

cosxA A θ=
v

sinyA A θ=
v

การเขียนเวกเตอร์องค์ประกอบ
เวกเตอร์องคป์ระกอบในแนวแกน x คือ เวกเตอร์หนึ3งหน่วย i

เวกเตอร์องคป์ระกอบในแนวแกน y คือ เวกเตอร์หนึ3งหน่วย j

ˆ ˆ
x y x yA A A A i A j= + = +

v v v

โดยที3

2 2
x yA A A= +

ˆ ˆˆ cos sina i jθ θ= +

â

ˆ ˆcos si ˆ ˆcon s sinA A i A j A i jθ θθ θ= + =  + 
v vv v
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องคป์ระกอบเวกเตอรใ์น 3 มิติ

การบวกเวกเตอร์

ˆ ˆ
x yA A i A j= +

v

ˆ ˆ
x yB B i B j= +

v

กาํหนดให้

และ

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ

x y x y

x x y y

x y

R A B

A i A j B i B j

A B i A B j

R i R j

= +

= + + +

= + + +

= +

vv v

A

BR

y

x

By

Ay

Ry

Bx
Ax

Rx

tan y

x

R

R
θ =
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ตัวอย�าง
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เวกเตอร
บอกตําแหน�ง
คือ การบอกตําแหน�งของจุดหน่ึง เทียบกับอีกจุดหน่ึง ซ่ึงโดยปกติมกัจะเทียบกับจุดกําเนิด

จงหาเวกเตอร�บอกตําแหน�งของจุด 

ขนาด

ขนาด

การบอกตําแหน�ง อาจบอกเทียบกับจุดอ่ืนๆ ท่ีไม�ใช�จุดกําเนิดก็ได	

x

y

z

( )1 1 1, ,P x y z
( )2 2 2, ,Q x y z

PQ
uuuv

o

การบอกตําแหน�งของจุด Q เทียบกับจุด P 
ลากจากจุด P ไปยังจุด Q 

1r
v

2r
v

PQ
uuuv หาได	จาก

1 2r PQ r+ =
uuuvv v

2 1PQ r r= −
uuuv v v

( ) ( )2 2 2 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆPQ x i y j z k x i y j z k= + + − + +

uuuv

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆPQ x x i y y j z z k= − + − + −

uuuv
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ตัวอย�าง จงหาขนาดและทิศทางของ 

x

y

z

( )1,2,3P
( )4, 3,5Q −

PQ
uuuv

o

PQ
uuuv

1
ˆˆ ˆ2 3r i j k= + +v

2
ˆˆ ˆ4 3 5r i j k= − +v

2 1PQ r r= −
uuuv v v

( ) ( ) ( ) ˆˆ ˆ4 1 3 2 5 3PQ i j k= − + − − + −
uuuv

ˆˆ ˆ3 5 2i j k= − +
2 2 23 ( 5) 2PQ = + − +

uuuv

38

6.16

=
=

ทิศทางของ 

z

PQ
uuuv

cos

cos

cos

x

y

z

A A

A A

A A

α

β

γ

=

=

=

v

v

v

1

1

15
cos 0.81 ;   cos (

3
cos 0.49

0.81)

  ;   cos (0.49) 60.66
6.16

2
cos 0.32  ; 

144

  cos (0.32) 71.34
6.16

.09
6.16

x

x

x

A

A

A

A

A

A
β β

α α

γ γ

−

−

−

−= = = − = − =

= = = = =

= = = = =

o

o

o

v

v

v
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การคณูเวกเตอร์
�  คูณเวกเตอร์ดว้ยปริมาณ สเกลาร์
�  คูณเวกเตอร์ดว้ยเวกเตอร์ ผลที3ไดเ้ป็น สเกลาร์ (dot product)
� คูณเวกเตอร์ดว้ยเวกเตอร์ ผลที3ไดเ้ป็นเวกเตอร์ (cross product)

ตวัคูณเปลี�ยนความยาว เครื�องหมายเปลี�ยนทิศทาง

คูณเวกเตอร์ด้วยปริมาณ สเกลาร์

aA Aa=
v v
ให ้a และ b เป็น สเกลาร์

( ) ( )a bA ab A=
v v

( )a b A aA bA+ = +
v v v

( )a A B aA aB+ = +
v vv v

คณูเวกเตอรด้์วยเวกเตอร ์ผลที�ได้เป็น สเกลาร ์(dot product)

cos cosA B AB A Bθ θ• = =
v v vv v v

θcosBABA
vvvv

=⋅
A
v

B
v

θ
cosB θ

v

เป็นผลคูณของส่วนประกอบในแนวที@ขนานกนันั@นเอง

ˆˆ ˆ
x y zA A i A j A k= + +

v ˆˆ ˆ
x y zB B i B j B k= + +

v

x x y y z zA B A B A B A B⋅ = + +
v v

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 1i i j j k k⋅ = ⋅ = ⋅ =
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ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

x y z

x y z

A A i A j A k

B B i B j B k

= + +

= + +

v

v

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( . . . )

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( . . . )

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( . . . )

x

x x y y

x x y x z

y x y y y z

z x z y

z

z z

z

A i B i A i B j A i B k

A j B i A j B j A j B k

A k B i A k B j A k B k

A B A A

B

B

A

B

= + +

+ + +

= + +

+ + +

•
v v

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. . . 1

ˆ ˆ ˆ ˆ. . 0

ˆ ˆˆ ˆ. . 0

ˆ ˆˆ ˆ. . 0

i i j j k k

i j j i

i k k i

j k k j

= = =

= =

= =

= =

0 0

0 0

00
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คูณเวกเตอร์ดว้ยเวกเตอร์ ผลที3ไดเ้ป็น เวกเตอร์ (cross product)

ถ้า 0 180θ = o o จะทาํให้ผลการครอสมีค่าเท่ากบัศูนย์และ

                     เป็นพืCนที3ของสี3เหลี3ยมดา้นขนานที3มีดา้นเป็น        และ

           ทิศทางของ      หาไดจ้ากการใชมื้อขวา กวาดจาก       ไป 

BA×
v v

A
v

B
v

BA×
v v

A
v

B
v
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vector Product / Cross Product

ˆˆ ˆ
x y zA A i A j A k= + +

v ˆˆ ˆ
x y zB B i B j B k= + +

v

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0i i j j k k× = × = × =

ˆˆ ˆ

x y z

x y z

i j k

A B A A A

B B B

× =
v v

ˆ( )

ˆ         ( )

ˆ         ( )

y z z y

z x x z

x y y x

A B A B A B i

A B A B j

A B A B k

× = −

+ −

+ −

v v

ˆˆ ˆ ˆ ˆ

 x y z x y

x y z x y

i j k i j

A B A A A A A

B B B B B

× =
v v

+ + +

- - -

คุณสมบติัของ cross product
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ผลคณูเชิงสเกลารส์ามชั (น
                ผลคูณเชิงสเกลาร์สามชัCน (scalar triple product)คือ ผลคูณของ
เวกเตอร์สามเวกเตอร์ ซึ3งอยูใ่นรูป                            ใหค้่าผลคูณเป็นสเกลาร์.( )A B C×

v vv

          ขนาดของ  คือ พืCนที3รูปสี3 เหลี3ยมดา้นขนานที3มี      และ    เป็นดา้นประกอบB C×
vv

B
v

C
v

          ถา้ เป็นมุมระหวา่ง        กบั               จะได ้θ A
v

B C×
vv

.( ) ( cos )A B C A B Cθ× = ×
v v v vv v

          จะไดป้ริมาตรรูปทรงสี3 เหลี3ยมหนา้ขนานที3มีดา้นประกอบ คือ              และ ,A
v

B
v

C
v

ผลคณูเชิงสเกลารส์ามชั (น
                ผลคูณเชิงสเกลาร์สามชัCน มีคุณสมบติั ดงันีC

          1. .( ) .( ) .( )A B C B C A C A B× = × = ×
v v v v v vv v v

          2.  เมื3อเขียนส่วนประกอบพิกดัฉากของเวกเตอร์เป็น 

จะได้ .( )A B C×
v vv

ผลคณูเชิงเวกเตอรส์ามชั (น

( . ) ( . )A B C B AC C A B× × = −
v v v v v vv v v
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ตัวอย�าง

( ) ( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(1)(1) (2)(2) (2)(3) (2)(3) (1)(2) (1)(2)       

ˆˆ ˆ1 6 4 2 6 2       mN

ˆˆ ˆ5 2 4   mN

i j k i j k mN

i j k

i j k

= + + − − −

= − + − + −

= − + +

แคลคลูสัเวกเตอร์
การหาอนุพนัธ์ของเวกเตอร์

 เป็นฟังกช์นัของตวัแปร t หรือเขียนไดใ้นรูป

0

( ) ( )
lim

t

dr r t t r t

dt t∆ →

+ ∆ −=
∆

v v v

r
v

( )r t
v

เขียนในรูปองคป์ระกอบพิกดัฉาก จะได้
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )x y zr t r t i r t j r t k= + +v

( )r tเมื3อ t เปลี3ยนแปลง เขียนอนุพนัธ์ของ         ไดเ้ป็น      

ˆˆ ˆyx z
drdr drdr

i j k
dt dt dt dt

= + +
v
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อนุพนัธข์องเวกเตอรใ์นรปูผลบวกและผลคณู

( )d dA dB
A B

dt dt dt
+ = +

v v
v v

( ). . .
d dA dB

A B B A
dt dt dt

= +
v v

v vv v

( )d dA dB
A B B A

dt dt dt
× = × + ×

v v
v vv v

( )d dA da
aA a A

dt dt dt
= +

v
v v

เมื3อ a เป็นสเกลาร์ฟังกช์นัที3แปรตาม t      

กรณีที�เวกเตอรเ์ป็นฟังกช์นัของตวัแปรหลายตวั
( , , )A x y z
v

0

( , , )
lim
x

A A x x y z

x x∆ →

∂ + ∆=
∂ ∆

v

0

( , , )
lim
y

A A x y y z

y y∆ →

∂ + ∆=
∂ ∆

v

0

( , , )
lim
z

A A x y z z

z z∆ →

∂ + ∆=
∂ ∆

v

การหาอินทิกรลัของเวกเตอร์

( ) ( ) ( ) ˆˆ ˆ ( )x y zS t dt S t dt S t dt S t dti j k= + +∫ ∫ ∫ ∫
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ตวัดาํเนินการเดล (del operater)

ˆˆ ˆi j k
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

สญัลกัษณ์ของตวัดาํเนินการเดล คือ   “          ”∇
ในระบบพิกดัฉาก ตวัดาํเนินการเดล มีรูปแบบดงันีC

         เมื3อใชต้วัดาํเนินการต่อฟังก์ชนัสเกลาร์                         ที3ขึCนกบัตาํแหน่ง จะไดค้่า
เกรเดียนต ์(gradient) ของฟังกช์นั                        เขียนเป็น                                    
หรือเขียนในรูปตวัดาํเนินการเดลเป็น                            คือ ปริมาณเวกเตอร์

( , , )f x y z

( , , )f x y z ( , , )f xg d ya zr

( , , )f x y z∇
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ตวัดาํเนินการเดล (del operater)

         เมื3อใชต้วัดาํเนินการต่อฟังก์ชนัแวกเตอร์                         ที3ขึCนกบัตาํแหน่ง โดย
ดาํเนินการแบบ ดอต จะไดค้่า ไดเวอร์เจนซ์ (divergence) ของฟังกช์นั                        
เขียนเป็น                                    หรือเขียนในรูปตวัดาํเนินการเดลเป็น                            
มีค่าเป็นสเกลาร์
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ตวัดาํเนินการเดล (del operater)

         เมื3อใชต้วัดาํเนินการต่อฟังก์ชนัแวกเตอร์                         ที3ขึCนกบัตาํแหน่ง โดย
ดาํเนินการแบบ ครอส จะไดค้่า เคิร์ล (curl) ของฟังกช์นั                        เขียนเป็น
                                  หรือเขียนในรูปตวัดาํเนินการเดลเป็น                                มีค่า
เวกเตอร์
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ตวัดาํเนินการเดล (del operater)

         ผลคูณสเกลาร์ของ          คือ                 จะได ้            เป็นตวัดาํเนินการ เรียกวา่ ตวั
ดาํเนินการของลาปลาซ  หรือ ตวัดาํเนินการลาปลาเซียน (Laplacian operator) 
อยูใ่นรูป
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เมื3อนาํ          ไปดาํเนินการกบัฟังกช์นัที3เป็นสเกลาร์ จะไดผ้ลเป็นสเกลาร์ เช่น2∇
v

เมื3อนาํ          ไปดาํเนินการกบัฟังกช์นัที3เป็นเวกเตอร์ จะไดผ้ลเป็นเวกเตอร์ เช่น2∇
v
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