
บทที่ 5 

ระบบพิกัดเชิงข้ัวและสมการอิงตัวแปรเสริม 

(Polar Coordinate System and Parametric Equation) 

 
มีการนำแนวคิดเรื่องมุมและรัศมีมาใชตั้งแตสมัยโบราณ ในหนึ่งสหัสวรรษกอนคริสตศักราช นักดารา

ศาสตรชาวกรีกที่ชื่อฮิปปารคัส (Hipparchus 190-120 ปกอนคริสตกาล) สรางตารางฟงกชันคอรดที่ใหความยาว

ของคอรดสำหรับแตละมุม และมีการอางอิงวาเขาใชระบบพิกัดเชิงขั ้วในการพิสูจนตำแหนงของดวงดาว On 

Spirals (วาดวยเสนเกลียว) อารคมิิดีส (Archimedes; 287-212 ปกอนคริสตกาล) บรรยายถึงวงกนหอยอารคิมิดีส

วารัศมีของฟงกชันขึ้นกับมุม อยางไรก็ตามสิ่งที่ชาวกรีกเหลานี้ทำก็ยังไมขยายออกไปถึงระบบพิกัดเชิงข้ัวที่สมบูรณ 

ในคริสตศตวรรษที่ 9 นักคณิตศาสตรชาวเปอรเซียที่ชื ่อ ฮะบัซ อัล-ฮะซับ อัล-มารวะซิ (Habash al-Hasib al-

Marwazi) ใชวิธีตรีโกณมิติเชิงทรงกลมและการฉายแผนที่เพื่อที่จะแปลงผันพิกัดเชิงขั้วไปเปนระบบพิกัดที่แตกตาง

โดยมุงความสนใจไปยังจุดจำเพาะบนรูปทรงกลม  

Origin of Polar Coordinates (กำเนิดพิกัดเชิงขั้ว) ประวัติของพิกัดนี้ถูกบรรยายโดยจูเลียน      โลเวล 

โคลลิดจ (Julian Lowell Coolidge 1873 –1954) เกรกัวร เดอ แชง-แวงซอง (Grégoire de Saint-Vincent 

1584 - 1667) และ โบนาเวนตูรา คาวาลิเอริ (Bonaventura Cavalieri 1598 - 1647) ตางเริ่มนำแนวคิดมาใชใน

กลางคริสตศตวรรษที่ 7 แชง-แวงซองเขียนถึงพิกัดเชิงข้ัวโดยการสวนตัวในป ค.ศ. 1625 และตีพิมพงานของเขาใน

ป ค.ศ. 1647 ขณะที่คาวาลิเอริตีพิมพในป ค.ศ. 1635 และฉบับที่ถูกตองในป ค.ศ. 1653 คาวาลิเอริเปนบุคคลแรก

ที่ใชพิกัดเชิงขั้วแกปญหาเกี่ยวกับพื้นที่ในวงกนหอยอาร คิมิดีส ตอมาแบลส ปาสกาล (Blaise Pascal 1623 - 

1662) ไดใชพิกัดเชิงขั้วคำนวณหาความยาวของสวนโคงของรูปพาราโบลา เซอรไอแซก นิวตัน พิเคราะหการแปลง

ระหวางพิกัดเชิงขั้วซึ่งเขาไดอิงตาม "รูปแบบที่ 7 สำหรับวงกนหอย" และพิกัดอื่น ๆ อีก 9 พิกัดในวารสาร Acta 

Eruditorum (1691) เจคอบ เบอรโนลลี (Jacob Bernoulli 1654 - 1705) ใชระบบรวมกับจุดบนเสนที่เรียกวาขั้ว 

และแกนเชิงขั้ว ตามลำดับ พิกัดเปนระยะทางจากขั้วและมุมจากแกนเชิงขั้ว งานของเบอรโนลลีครอบคลุมไปถึงการ

พบรัศมีความโคงของเสนโคงที่อยูในพิกัดนี้ คำวา พิกัดเชิงขั้ว โดยแทจริงแลวนาจะมาจากเกโกรีโอ ฟอนตานา 

(Gregorio Fontana) นักคณิตศาสตรชาวอิตาลีในสมัยคริสตศตวรรษที่ 18 และคำนี้ปรากฏเปนภาษาอังกฤษใน

งานแปลของ จอรจ พีคอก (George Peacock) ที่ชื่อ แคลคูลัสเชิงอนุพันธและปริพันธ ของลากรัซ (Lacroix) ในป 

ค.ศ. 1816  อเล็กซิส คลาเราตเปนคนแรกที่คิดพิกัดเชิงขั้วในรูปแบบสามมิติ และเลออนฮารด ออยเลอรเปนคน

แรกที่นำมาใชงานจริง  
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5.1 ระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate System)  

ในระบบพิกัดเชิงขั้วนี้ประกอบไปดวย แกนเชิงขั้ว (Polar Axis) ซึ่งเปนรังสี  OX


 บนระนาบ เรียกจุด O  

วาจุดกำเนิด (Origin) หรือ ขั้ว (Pole)   และสวนของเสนตรง OP  เขียนแทนดวย r  เรียกวา เวกเตอรรัศมี 

(Radius Vector)   เรียกวา มุมเชิงข้ัว (Polar Angle) ดังรูปที่ 5.1 
 

 

 
 

รูปที่ 5.1 แสดงพิกัดเชิงข้ัว 

 

พิกัดของจุด P  เขียนแทนดวย ( , )P r   หรือ ( , )r   

- ระยะ r  มีคาเปนบวก ถาวัดจากจุดข้ัวไปในทิศเดียวกับรังสีของมุม  

- ระยะ r  มีคาเปนลบ ถาวัดจากจุดข้ัวไปในทิศตรงขามกับรังสีของมุม  

- มุม   มีคาเปนบวก ถาวัดทวนเข็มนาิกาจากแกนเชิงขั้ว  

- มุม   มีคาเปนลบ ถาวัดตามเข็มนาิกาจากแกนเชิงขั้ว  

การบอกพิกัดของจุด P   ซึง่อยูตรงกันขามกับจุด P  เมื่อเทียบกับจุดข้ัวเราใชพิกัด ( , )r    หรือใช

ระยะทางเปน r  ก็ได แตตองใชมุมที่วัดจากแกนเชิงขั้วกับเสนตรงที่ตอจาก OP   ไปยังจุด P  เปนมุม   เขียน

แทนดวยพิกัด ( , )r  ดังรูปที่ 5.2 
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รูปที่ 5.2 แสดงพิกัดของจุด ( , )P r    

 

นอกจากนี้มุมที่ใชแทนจุด P  หรือ P   ยังใชมุมไดเกิน 1 รอบ เชน  

- ใชพิกัดเปน ( , 2 )r n   เมื่อ 1,2,3,...n  แทนจุด P   

- ใชพิกัดเปน ( , 2 )r n    เมื่อ 1,2,3,...n  แทนจุด P   

ซึ่งจะเห็นวา พิกัดเชิงข้ัวของจุด P  มีหลายแบบคือ  
( , ) ( , )

( , )
( , 2 )

r r
r

r n

  
 

 

  
  
 

  

เมื่อ n  คือจำนวนเต็ม  

เราสามารถเขียนรวมในรูปทั่วไปไดเปน  

(( 1) , )nr n     

เมื่อ 1, 2, 3,...n      
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ตัวอยาง 5.1.1 จงลงจุดในระบบพิกัดเชิงขั้วตอไปนี้ 5, ,
3

A      
 3, , 5, ,

6 4
B C                

 ( 2, )D    

(6, 60 ), ( 3,260 )E F   และ ( 4, 30 )G     
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5.2 ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากและพิกัดเชิงขัว้ (Relations Between Rectangular and 

Polar Coordinates) 

ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากกับพิกัดเชิงขั้วพิจารณาไดจากรูปที่ 5.6 ซึ่งขั้วของระบบพิกัดเชิงขั้วทับกับ

จุดกำเนิดของระบบพิกัดฉาก และแกนเชิงขั้วของระบบพิกัดเชิงขั้วทับกับแกน X  ดานบวกของระบบพิกัดฉาก 

โดยกำหนดจุด P  ใหมีพิกัดเปน ( , )x y  ในระบบพิกัดฉาก และมีพิกัด ( , )r   ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

 

 
 

รูปที่ 5.6 ความสัมพันธระหวางพิกัดฉากกับพิกัดเชิงขั้ว  

 

จากรูปที่ 5.6 จะไดความสัมพันธของ x  และ y  ในเทอมของ r  และ   ดังนี้ 

cosx r   และ sin ................................................(1)y r   

ถึงแมว าเราจะไดสมการ (1)  จากการพิจารณารูปที ่ 5.6 ซึ ่งแสดงเฉพาะกรณีเม ื ่อ 0r   และ 

0
2
   แตสมการ (1)  เปนจริงสำหรับทุกคาของ r  และ   ดังนั้นสมการดังกลาวทําใหเราสามารถหาพิกัด

ฉากไดเมื่อทราบพิกัดเชิงขั้ว ในทางกลับกัน เมื่อทราบพิกัดฉาก เราสามารถหาพิกัดเชิงขั้วไดจากความสัมพันธของ 

r  และ   ในเทอมของ x  และ y  ดังนี ้

2 2r x y   และ tan ............................................(2)y
x

   

สังเกตวา   ที่สอดคลองกับสมการ (2)  มีไดหลายคา ในการหาพิกัดเชิงข้ัวจากพิกัดฉาก เราจึงจะไมเพียง

แคเลือกคา   ใดๆ ที่สอดคลองกับ tan y
x

  แตจะตองเลือก   ที่ทำใหจุด ( , )r   อยูในจตุภาคที่ตรงกับท่ี

ตองการดวย 
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คามุม   คือ 
2 2
     ดังนั้นคาของ   ในสมการ tan y

x
    และ r  ในสมการ  

2 2r x y   จะไมแสดงจุดใด ๆ ที่อยูทางซายของแกน X  ในการหา   จึงแยกเปนสองสวนโดยพิจารณาคา

ของ x  ดังนี้  

1

1

tan , 0

tan , 0

y x
x

y x
x








    

 

ในการคำนวณ   เม่ือเปลี่ยนจากพิกัดฉากไปยังพิกัดเชิงขั้ว  

1
1 4

1
3

1
2

tan , ( , ) ,

tan , ( , )

tan , ( , )

y x y Q Q
x

y x y Q
x
y x y Q
x

 









     

 

เราอาจใหทั้ง r  และ   มีคาเปนบวกโดยใชสมการ (2)  และ 

1
1

1
2 3

1
4

tan , ( , )

tan , ( , ) ,

tan , ( , )

y x y Q
x
y x y Q Q
x
y x y Q
x

 









     

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ขอสังเกต   ถา 0x   แลว 1tan y
x

  หาคาไมได ดังนั้น 

ถา 0y   เราให r y  และ 
2
    และ 

ถา 0y   เราให r y  และ 
2
    หรือ 3

2
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ตัวอยาง 5.2.1 จงหาพิกัดฉากของจุดซึ่งมีพิกัดเชิงข้ัวเปนดังนี้ 

ก. จุด 
26,
3

A      
 ข. จุด 6,

4
B      

 ค. จุด 
114,
6

C      
 ง. จุด (8, 330 )D   

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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ตัวอยาง 5.2.2 จงหาพิกัดเชิงขั้วของจุดซึ่งมีพิกัดฉากเปนดังนี้ 

ก. จุด ( 2, 2)A   ข. จุด (2, 2 3)B   ค. จุด ( 2, 2 3)C   ง. จุด (3, 0)D  จ. จุด (3, 4)E  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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ตัวอยาง 5.2.3 จงแสดงวาจุดที่กำหนดใหตอไปนี้อยูบนกราฟพิกัดเชิงข้ัวซึ่งมีสมการ  2
1 cos

r





 

ก. จุด 2,
2
     

  ข.  จุด 
32,
2
     

  ค.  จุด  1, 2C   

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
  



110  บทที่ 5 พิกัดเชิงขั้วและสมการอิงตัวแปรเสริม 
 
ตัวอยาง 5.2.4 จงเปลี่ยนสมการพิกัดเชิงข้ัวตอไปนี้ใหอยูในรูปสมการพิกัดฉาก 

ก. 4cosr    

ข. 4
1 sin

r





 

ค. 2
3 2 sin

r





 

ง. 1
cos2 2sin

r
r  




 

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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ตัวอยาง 5.2.5 จงเปลี่ยนสมการในระบบพิกัดฉากตอไปนี้ใหอยูในรูปสมการพิกัดเชิงขั้ว 

ก. 2 3 5x y   

ข. 2 2 2 2 0x y x y     

ค. 2 2 2( )( ) 10x y x y    

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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5.3 การพิจารณากราฟของสมการในพิกัดเชิงขั้ว 

 

 

 
 

 สำหรับในการวาดกราฟในระบบพิกัดเชิงขั้วนั้น กระทำไดเชนเดียวกันกับการวาดกราฟในระบบพิกัดฉาก 

โดยเลือกคา   ตาง ๆ จากคา   ที่เลือกสามารถนำมาคำนวณหา r  จากสมการที่กำหนดใหได จากนั้นนำคา   

และ r  ที่ไดแตละคูไปกำหนดตำแหนงของจุดนั้น ๆ ลงในพิกัดเชิงขั้ว นอกจากนี้อาจ จะอาศัยลักษณะจำเพาะของ

เสนโคงเพื่อชวยในการวาดกราฟดวย เชน การพิจารณาสมมาตรขอบเขต ระยะตัดแกน และขอบเขต เพื่อชวยให

วาดกราฟไดรวดเร็ว และถูกตองย่ิงข้ึน 

5.3.1 การสมมาตรของสมการเชิงข้ัว  

5.3.1.1 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว (แกนX ) ถาแทน   ดวย   ในสมการเชิงข้ัวแลวสมการ

คงเดมิ หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย    แลวสมการคงเดิม ดังรูปที่ 5.17  

5.3.1.2 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว ถาแทน   ดวย    ในสมการเชิงขั้ว

แลวสมการคงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย   แลวสมการคงเดิม ดังรูปที่ 5.18 

5.3.1.3 เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว (จุดกำเนิด) ถาแทน r  ดวย r  ในสมการเชิงขั้วแลวสมการคง

เดิม หรือถาแทน   ดวย    แลวสมการคงเดิม ดังรูปที่ 5.19 

 

               
 

รูปที่ 5.17 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว 

บทนิยาม 5.3.1 กราฟของสมการ ( )r f   ในพิกัดเชิงข้ัว คอื เซตของจุดทั้งหมด ( , )r   ซึ่งพิกัด

สอดคลองกับสมการเชิงข้ัวนั้น  
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รูปที่ 5.18 เสนโคงมีสมมาตรกับแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว 

 

        
 

รูปที่ 5.19 เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว 

 

 

 

 

 

 

ขอสังเกต  

เสนโคงที่พิจารณาสมมาตรมี 3 ลักษณะ คือ สมมาตรเทียบกับแกนเชิงข้ัว กับแกนตั้งฉากกับ

แกนเชิงขั้ว และขั้ว เราพบวา ถาเสนโคงมสีมมาตร 2 ลักษณะแลว เสนโคงจะสมมาตรลักษณะที่ 3 ดวย

เสมอ เชน เสนโคงมีสมมาตรเทียบกับแกนเชิงข้ัว และมีสมมาตรเทียบกับแกนตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว 

แลว เสนโคงจะตองมีสมมาตรเทียบขั้วดวย 
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ตัวอยาง 5.3.1.1 จงพิจารณาเสนโคง 3 5 cosr    วาสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว แกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว 

และจุดขั้ว หรือไม  
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ตัวอยาง 5.3.1.2 จงพิจารณาเสนโคง 4 sin 3r   วาสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว แกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว และจุด

ขั้ว หรือไม  
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ตัวอยาง 5.3.1.3 จงพิจารณาเสนโคง 3 sin 4r   วาสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว แกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว และจุด

ขั้ว หรือไม  
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.................................................................................................................................................  
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5.3.2 ระยะตัดแกน (Intercepts) 

การหาระยะตัดแกนเชิงข้ัว ให 0, , 2 , 3 ,...        แลวหาคา r  ออกมา จะได

พิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนเชิงขั้ว  

การหาระยะตัดแกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว (แกน Y ) ให 3 5, , ,...
2 2 2
       

แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว (แกน Y )  
 

ตัวอยาง 5.3.2.1 จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงข้ัว และแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัวของ 3(1 sin )r    
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ตัวอยาง 5.3.2.2 จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงข้ัว และแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัวของ 3(1 2cos )r    
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5.3.3 ขอบเขตของ r  (Bound of r ) 

พิจารณาขอบเขตของ r  สำหรับทุก ๆ คา   ที่หาคา r  ได เนื่องจากฟงกชันของ r  เปน

ฟงกชนัของ sine  หรือ cosine  ดังนั้น 

r  จะมีขอบเขต ถามี 0M   ซึ่ง r M  ทุกคา   กราฟจะเปนเสนโคงปด 

r  จะไมมีขอบเขต ถาคาของ r  เพิ่มขึ้นโดยไมมีขีดจำกัด เมื่อคา   เพิ่มขึ้น กราฟจะเปน

เสนโคงเปด  

ตัวอยาง 5.3.3.1 จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคง 3(1 cos )r    
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.................................................................................................................................................  
 

ตัวอยาง 5.3.3.1 จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคง 15
3 2 cos

r
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ตัวอยาง 5.3.1 จงเขียนกราฟของสมการ 2 2 sinr    
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ตัวอยาง 5.3.2 จงเขียนกราฟของ 8 cosr   

.................................................................................................................................................  
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5.4 กราฟของสมการในพกิัดเชิงขั้ว (Graphs of Polar Coordinate Equation) 

ในหัวขอนี้จะศึกษากราฟของเสนโคงบางชนิดในพิกัดเชิงขั้ว เนื่องจากในการแกปญหาเรามักใชทั้งพิกัดฉาก

และพิกัดเชิงขั้วควบคูกันไป จึงกำหนดใหแกน X  ทับแกนเชิงขั้ว ซึ่งมีวิธีการเขียนกราฟโดยการเปลี่ยนสมการใน

พิกัดเชิงขั้วใหเปนสมการในพิกัดฉากกอน แลวใชความรูพื้นฐานภาคตัดกรวยมาชวยในการเขียนกราฟ แตยังมี

สมการในพิกัดเชิงขั้วที่ถึงแมจะเปลี่ยนใหเปนสมการในพิกัดฉากแลวแตรูปแบบที่ไดไมตรงกับสมการของภาคตัด

กรวยใด ๆ เลย กรณีเชนนี้จะตองใชพิกัดเชิงขั้วในการเขียนกราฟโดยตรง 

5.4.1 สมการเสนตรง (Line)  

เสนตรงที่ตั้งฉากกับแกน X  ในระบบพิกัดฉากมีสมการคือ x a  เม่ือ a  เปนคาคงที่ จาก

ความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จึงไดวา cosr a   
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เสนตรงที่ตั้งฉากกับแกน ในระบบพิกัดฉากมีสมการคือ y b  เม่ือ b  เปนคาคงที่ จาก

ความสัมพันธระหวางระบบพิกัดฉากกับระบบพิกัดเชิงข้ัว จึงไดวา sinr b   
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เสนตรงที่ผานข้ัวและทำมุม   กับแกนเชิงข้ัว คือ a   เม่ือ a  เปนคาคงที่  
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.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

 
ตัวอยาง 6.1.1 จงเขียนกราฟของสมการในพิกัดเชิงขั้วตอไปนี ้

ก. cos 3r    ข. sin 4r    ค. 
5
6
   ง. 

2
2cos sin

r
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5.4.2 สมการวงกลม (Circle) 

สมการวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่ข้ัวอยูในรูป r a  เม่ือ a  เปนคาคงที่  

.................................................................................................................................................  
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สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางอยูที่ , 0
2
a     

 อยูในรูป cosr a   เม่ือ a  เปนคาคงที่  
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.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  



126  บทที่ 5 พิกัดเชิงขั้วและสมการอิงตัวแปรเสริม 
 

สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางอยูที่ 0,
2
a     

 อยูในรูป sinr a   เม่ือ a  เปนคาคงที่  

.................................................................................................................................................  
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สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางอยูที่ ,
2 2
a b     

 อยูในรูป cos sinr a b    เมื่อ a  และ b  เปนคาคงที่  
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5.4.3 เสนโคงรูปเชิงข้ัวชนิดพิเศษ (Special Polar – From Curves)  

เสนโคงลีมาซอง (Limacons) สมการอยูในรูป 

cosr a b    หรือ sinr a b    

ถา 0 a b   เสนโคงลีมาซองจะมีบวง (loop) อยูขางใน 

 

   
 

        กราฟ cosr a b      กราฟ cosr a b    

 

              
 

 กราฟ sinr a b       กราฟ sinr a b    
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ถา , 0a b a   ลีมาซองจะเรียกวา คาดิออยด (Cardioids) หรือรูปหัวใจ 

 

     
 

กราฟ (1 cos )r a       กราฟ (1 cos )r a    

 

 

     
 

กราฟ (1 sin )r a       กราฟ (1 sin )r a    
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ถา a b  ลีมาซองจะไมมีเสนสัมผัสกับกราฟที่ขั้ว 

 

    
 

 กราฟ cosr a b       กราฟ cosr a b    

 

     
 

         กราฟ sinr a b         กราฟ sinr a b    

 

  



130  บทที่ 5 พิกัดเชิงขั้วและสมการอิงตัวแปรเสริม 
 

เสนโคงกลีบกุหลาบ (Rose Curves) สมการอยูในรูป 

cosr a n  หรือ sinr a n  

ถา n  เปนจำนวนคี่ กราฟจะมี n  กลีบ  

            
    

            กราฟ 3 sin 3r         กราฟ 3cos 3r   

 

ถา n  เปนจำนวนคู กราฟจะมี 2n  กลีบ 

 

       

 

 กราฟ 3sin2r       กราฟ 3cos2r   
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เสนโคงเลมนิสเคต (Limniscates) สมการอยูในรูป 
2 2 cos2r a   หรือ 2 2 sin2r a   

 

               

 

         กราฟ 2 2 cos2r a        กราฟ 2 2 sin2r a   

 

เสนเวียนกนหอย (Spirals) สมการอยูในรูป 

, 0r a a    

 

 
 

กราฟ r a  
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เสนโคงคอนคอยด (Conchoids) สมการอยูในรูป 

cscr a b    
 

 
 

กราฟ 2csc 2r    

 

 
 

กราฟ csc 4r    

 

 
 

กราฟ 3csc 2r    
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เสนโคงผีเสื้อ (Butterflies Curves) สมการอยูในรูป 
21 sin( ) cos (2 )r n n     เม่ือ n  เปนจำนวนเต็มบวก 

 

 
 

กราฟ 21 sin(2 ) cos (4 )r      

 

 
 

กราฟ 21 sin(2 ) cos (4 )r      
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กราฟ (2 7 sin(3 ))cos5r     

 

เสนโคงแคปปา (Kappa Curves) สมการอยูในรูป 

tanr a     
 

 
 

กราฟ 2 tanr   
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5.5 จดุตัดของกราฟในพิกัดเชิงขั้ว (Intersections of Polar Coordinates Graphs) 

การหาจุดตัดของเสนโคง สองเสนโคงในระบบพิกัดเชิงขั้ว นอกจากจะแกสมการเสนโคงทั้งสอง แลว ควร

หาจุดตัดอื่น ๆ เพ่ิมอีกโดย  

- ดูจากกราฟของเสนโคง  

- เสนโคงที่อยูในรูปของสมการ ( )r f   อาจเขียนแทนดวย ( 1) ( )nr f n     โดยที่ n  เปน

จำนวนเต็ม  

- ตรวจสอบวาเสนโคงทั้งสองผานจุดขั้วหรือจุดกำเนิดหรือไม โดยให 0r   ถาหา   ไดจากสมการเสน

โคงท้ังสองแสดงวาจุดขั้วหรือจุดกำเนิดเปนจุดตัดดวย 

 

ตัวอยาง 5.5.1 จงหาจุดตัดของเสนโคง 4 sinr   และ 4 cosr    

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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ตัวอยาง 5.5.2 จงหาจุดตัดของเสนโคง 6 sinr   และ 6 cos2r    

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

 
ตัวอยาง 5.5.3 จงหาจุดตัดของเสนโคง cos 2r    และ 2 4 cosr     

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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5.6 สมการเชิงขั้วของภาคตัดกรวย (Polar Equation of Conic Section) 

เราใชคุณสมบัติของจุดโฟกัสและเสนไดเรกตริกซของภาคตัดกรวย สำหรับหาสมการเชิงขั้วของภาคตัด

กรวย สมการสามารถหาไดในรูปแบบงาย ๆ ดังนี้ 

- สมการภาคตัดกรวยซึ่งมีจุดโฟกัสที่ข้ัว เสนไดเรกตริกซตั้งฉากกับแกนเชิงขั้วและอยูหางจากจุดขั้วไป

ทางซาย k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเยื้องศูนยกลาง 

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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- สมการภาคตัดกรวยซึ่งมีจุดโฟกัสที่ขั ้ว เสนไดเรกตริกซขนานกับแกนเชิงขั้วและอยูหางจากจุดขั้ว ไป

ดานลาง k  หนวย เมื่อ e  เปนคาเยื้องศูนยกลาง  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
 

 

 

 

 

 
 

หมายเหตุ   

ถา 0e   กราฟเปน วงกลม 

ถา 1e   กราฟเปน พาราโบลา  

ถา 0 1e   กราฟเปน วงรี  

ถา 1e   กราฟเปน ไฮเพอรโบลา 
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ตัวอยาง 5.6.1 จงวาดกราฟของสมการ 4r    

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
 

ตัวอยาง 5.6.2 จงวาดกราฟของสมการ 15
3 2 cos

r





  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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ตัวอยาง 5.6.3 จงวาดกราฟของสมการ 
6

1 2 sin
r





  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
 

ตัวอยาง 5.6.4 จงวาดกราฟของสมการ 
10

3 3cos
r





  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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ตัวอยาง 5.6.5 จงหาสมการเชิงขั ้วของภาคตัดกรวยที่จุดโฟกัสอยู ที ่จุดกำเนิด จุดยอดอยูที่ 3,
2
     

 และจุด

ศูนยกลางอยูที่ 1,
2
     

 

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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5.7 สมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) 

การวาดกราฟในระนาบโดยใชสองตัวแปร x  และ y  ในระบบพิกัดฉาก หรือ r  และ   ในระบบพิกัดเชิง

ขั้ว เมื่อกำหนดความสัมพันธของสองตัวแปรนั้น นั่นคือ 

( )y f x  เม่ือ y  เปนฟงกชันของ x  หรือ 

( )r f   เม่ือ f  เปนฟงกชันของ     

ในที่นี้เราจะหาความสัมพันธของตัวแปร x  และ y  ในเทอมของตัวแปรที่สามซึ่งเรียกวา ตัวแปรเสริม 

ปจจุบันเทคโนโลยีดานคอมพิวเตอรไดพัฒนาโปรแกรมชวยวาดกราฟทั้งในสองมิติ และสามมิติ เปนจำนวนมาก และ

การกำหนดเสนโคงในระนาบ XY  นิยมกำหนดเสนโคงในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

 

 

 

 

 

 

5.7.1 สมการเสนตรง  

สมการอยูในรูป ( ), ( )x f t y g t   เม่ือ t  เปนตัวแปรเสริม 

ตัวอยาง 5.7.1 จงวาดกราฟของสมการ 2, 3 1x t y t      

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

บทนิยาม 5.7.1 ถาฟงกชนั f  และ  ในโดเมน S  แลวสมการ ( ), ( )x f t y g t   สำหรับ t  ใน 

S  เปนสมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) ของเสนโคงซึ่งรวมจุด ( ( ), ( ))f t g t  ทั้งหมด

สำหรับ t  ใน S  ตัวแปร t  เรียกวา ตัวแปรเสริม 
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5.7.2 สมการวงกลม  

- สมการ cos , sinx r y r    เมื่อ   เปนตัวแปรเสริม 0 2    มกีราฟเปนวงกลม

จุดศูนยกลางอยูที่จุดกำเนิด รัศม ีr  หนวย  

- สมการ cos , sinx h r y k r      เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 0 2    มีกราฟ

เปนวงกลมจุดศนูยกลางอยูที่จุด ( , )h k  รัศมี r  หนวย  

ตัวอยาง 5.7.2.1 จงวาดกราฟของสมการ 2cos , 2 sinx y     

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
 

ตัวอยาง 5.7.2.2 จงวาดกราฟของสมการ 1 3cos , 2 3 sinx y       

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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5.7.3 สมการพาราโบลา  

- สมการ 2cos , sinx a y b    เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 0      มีกราฟเปน

พาราโบลาคว่ำ จุดยอดอยูที่ 0, b
a

     
 

- สมการ 2,x a t y b t     เมื่อ t  เปนตัวแปรเสริม t    มีกราฟเปน

พาราโบลาหงาย จุดยอดอยูที่ ( , )a b  

- สมการ 2,x a t y b t     เมื่อ t  เปนตัวแปรเสริม t    มีกราฟเปน

พาราโบลาตะแคงซาย จุดยอดอยูที่ ( , )a b  

ตัวอยาง 5.7.3.1 จงวาดกราฟของสมการอยูในรูป 2cos , 2sinx y     

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

ตัวอยาง 5.7.3.2 จงวาดกราฟของสมการอยูในรูป 22, 3x t y t      

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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5.7.4 สมการวงรี  

- สมการ cos , sinx a y b    เมื่อ   เปนตัวแปรเสริม 0 2    มีกราฟเปนวงรีจุด

ศูนยกลางอยูที่จุดกำเนิด  

- สมการ cos , sinx h a y k b      เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 0 2    มีกราฟ

เปนวงรีจุดศูนยกลางอยูที่ ( , )h k  

ตัวอยาง 5.7.4.1 จงวาดกราฟของสมการ cos , 2 sinx y     

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
 

ตัวอยาง 6.4.4.2 จงวาดกราฟของสมการ 3cos 3, 1 sinx t y t      

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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5.7.5 สมการไฮเพอรโบลา  

- สมการ sec , tanx a y b    เมื่อ   เปนตัวแปรเสริม 
2 2
     มีกราฟเปน

ไฮเพอรโบลาจุดศูนยกลางอยูที่จุดกำเนิด แกนขวางคือแกน X  

- สมการ tan , secx h a y k b      เม่ือ   เปนตัวแปรเสริม 
2 2
     มี

กราฟเปนไฮเพอรโบลาจุดศนูยกลางอยูที่ ( , )h k  แกนขวางคือแกน X  

ตัวอยาง 5.7.5.1 จงวาดกราฟของสมการ 2 tan , 3 secx y     

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
 

ตัวอยาง 5.7.5.2 จงวาดกราฟของสมการ 3 sec 2, tan 2x t y t      

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  

.................................................................................................................................................  
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สรุปทายบทที่ 5 

  สำหรับในบทที่ 5 นั้นเราไดศึกษานั้นเราไดศึกษาระบบพิกัดเชิงขั้ว ในการศึกษาแคลคูลัสใน 2 มิติ เราแสดง

พิกัดของจุดบนระนาบได ระนาบที่กลาวมาคือระบบพิกัดฉาก แตยังมีอีกระบบหนึ่งซึ่งสามารถระบุตำแหนงบน

ระนาบ 2 มิติไดเชนกัน คือ ระบบพิกัดเชิงขั้ว ซึ่งปญหาในทางแคลคูลัสหลาย ปญหาเมื่อเราใชระบบพิกัดฉากไป

แกปญหา พบวาปญหานั้นมีความยุงยากและซับซอน แตเมื่อเราเปลี่ยนวิธีคิดโดยการเปลี่ยนจากระบบพิกัดฉากเปน

ระบบพิกัดเชิงข้ัว ปญหานั้นก็จะงายลง  

 ในระบบพิกัดเชิงขั้วนี้ประกอบไปดวย แกนเชิงขั้ว (Polar Axis) ซึ่งเปนรังสี  OX


 บนระนาบ เรียกจุด O  

วาจุดกำเนิด (Origin) หรือ ขั้ว (Pole) และสวนของเสนตรง OP  เขียนแทนดวย r  เรียกวา เวกเตอรรัศมี (Radius 

Vector)   เรียกวา มุมเชิงข้ัว (Polar Angle) ดังรูป 

 

 
 

ซึ่งระบบพิกัดเชิงขั้วจะบอกพิกัดเปน ( , )r   โดยความสัมพันธระหวางพิกัดฉากและพิกัดเชิงขั้วเปนดังนี้ 

cosx r   และ siny r   

 คา r  หาไดจาก 2 2r x y    เมื่อ r  คือรัศมทีี่ลากออกจากจุดขั้วหรือจุดกำเนิด 

 คา   หาไดจาก tan y
x

    เมื่อ   คือเสนรัศมีทำมุมกับแกนเชิงข้ัวหรือแกน X  

-  มุม   มีคาเปนบวก ถาวัดทวนเข็มนาิกาจากแกนเชิงข้ัว  

- มุม   มีคาเปนลบ ถาวัดตามเข็มนาิกาจากแกนเชิงขั้ว  

 สังเกตวา   ที่สอดคลองกับ tan y
x

    มีไดหลายคา ในการหาพิกัดเชิงขั้วจากระบบพิกัดฉาก เราจึง

จะไมเพียงแคเลือกคา   ใด ๆ ที่สอดคลองกับ tan y
x

  แตจะตองเลือก   ที่ทำใหจุด ( , )r   อยูในจตุภาคที่

ตรงกับที่ตองการดวย นั่นหมายความวา จุดในระบบพิกัดเชิงขั้วจุดเดียวสามารถเขียนไดหลายแบบ ซึ่งตางจาก

ระบบพิกัดฉากที่สามารถเขียนไดแบบเดียวเทานั้น 



148  บทที่ 5 พิกัดเชิงขั้วและสมการอิงตัวแปรเสริม 
 

สำหรับในการวาดกราฟในระบบพิกัดเชิงขั้วนั้น กระทำไดเชนเดียวกันกับการวาดกราฟในระบบพิกัดฉาก 

โดยเลือกคา   ตาง ๆ จากคา   ที่เลือกสามารถนำมาคำนวณหา r  จากสมการที่กำหนดใหได จากนั้นนำคา   

และ r  ที่ไดแตละคูไปกำหนดตำแหนงของจุดนั้น ๆ ลงในพิกัดเชิงขั้ว นอกจากนี้เราจะพิจารณาลักษณะจำเพาะ

ของเสนโคงเพ่ือชวยในการวาดกราฟไดรวดเร็ว และถูกตองย่ิงขึ้น ดังนี้ 

พิจารณาการสมมาตรของสมการเชิงขั้ว  

1. เสนโคงมีสมมาตรกับแกนเชิงขั้ว (แกนX ) ถาแทน   ดวย   ในสมการเชิงขั้วแลวสมการคงเดิม 

หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย    แลวสมการคงเดิม  

2. เสนโคงมีสมมาตรกับแกนตั้งฉากกับขั้ว (แกนY ) ถาแทน   ดวย    ในสมการเชิงขั้วแลวสมการ

คงเดิม หรือถาแทน r  ดวย r  และ   ดวย   แลวสมการคงเดิม  

3. เสนโคงมีสมมาตรกับขั้ว (จุดกำเนิด) ถาแทน r  ดวย r  ในสมการเชิงขั้วแลวสมการคงเดิม หรือถา

แทน   ดวย    แลวสมการคงเดิม 

เสนโคงที่พิจารณาการสมมาตรมี 3 ลักษณะ คือ สมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว กับแกนตั้งฉากกับแกนเชิง

ขั้ว และจุดขั้ว เราพบวา ถาเสนโคงมีสมมาตร 2 ลักษณะแลว เสนโคงจะสมมาตรลักษณะที่ 3 ดวยเสมอ เชน เสน

โคงมีสมมาตรเทียบกับแกนเชิงขั้ว และมีสมมาตรเทียบกับแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว แลว เสนโคงจะตองมีสมมาตร

เทียบขั้วดวย 

พิจารณาระยะตัดแกน  

การหาระยะตัดแกนเชิงขั้ว ให 0, , 2 , 3 ,...        แลวหาคา r  ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   

เปนจุดตัดแกนเชิงข้ัว  

การหาระยะตัดแกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว (แกน Y ) ให 3 5, , ,...
2 2 2
       แลวหาคา r  

ออกมา จะไดพิกัด ( , )r   เปนจุดตัดแกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว (แกน Y )  

พิจารณาขอบเขต   

พิจารณาขอบเขตของ r  สำหรับทุก ๆ คา   ที่หาคา r  ได เนื่องจากฟงกชันของ r  เปนฟงกชันของ 

sine  หรือ cosine  ดังนั้น 

 r  จะมีขอบเขต ถามี 0M   ซึ่ง r M  ทุกคา   กราฟจะเปนเสนโคงปด 

 r  จะไมมีขอบเขต ถาคาของ r  เพ่ิมขึ้นโดยไมมีขีดจำกัด เม่ือคา   เพ่ิมขึ้น กราฟจะเปนเสนโคงเปด 

 

สมการเชิงข้ัวและสมการอิงตัวแปรเสริม ซึ่งกราฟของสมการในพิกัดเชิงข้ัว ประกอบไปดวย  

1. สมการเสนตรงสามารถเขียนไดดังนี้ 

- สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว คอื cosr a    
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- สมการเสนตรงท่ีขนานกับแกนเชิงข้ัว คอื sinr a    

- สมการเสนตรงท่ีผานจุดขั้ว คือ a    

2. สมการวงกลมสามารถเขียนไดดังนี้ 

- สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางที่ข้ัวอยูในรูป r a  

- สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางอยูที่ , 0
2
a     

 อยูในรูป cosr a   

- สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางอยูที่ 0,
2
a     

 อยูในรูป sinr a   

- สมการวงกลมที่มีจุดศนูยกลางอยูที่ ,
2 2
a b     

 อยูในรูป cos sinr a b    

3. สมการเสนโคงรูปเชิงข้ัวชนิดพิเศษสามารถเขียนไดดังนี้ 

- เสนโคงลีมาซอง สมการอยูในรูป cosr a b    หรือ sinr a b    

- เสนโคงกลีบกุหลาบ สมการอยูในรูป cosr a n  หรือ sinr a n  

- เสนเวียนกนหอย สมการอยูในรูป r a  

- เสนโคงคอนคอยด สมการอยูในรูป cscr a b   

- เสนโคงผีเสื้อ สมการอยูในรูป 21 sin( ) cos (2 )r n n     

- เสนโคงแคปปา สมการอยูในรูป tanr a   

การหาจุดตัดของเสนโคงสองเสนโคงในระบบพิกัดเชิงขั้ว นอกจากจะแกสมการเสนโคงทั้งสอง แลว ควรหา

จุดตัดอื่น ๆ เพ่ิมอีกโดย  

1. ดูจากกราฟของเสนโคง  

2. เสนโคงท่ีอยูในรูปของสมการ ( )r f   อาจเขียนแทนดวย ( 1) ( )nr f n     โดยที่ n  เปน

จำนวนเต็ม  

3. ตรวจสอบวาเสนโคงท้ังสองผานจุดขั้วหรือจุดกำเนิดหรือไม โดยให 0r   ถาหา   ไดจากสมการเสน

โคงท้ังสองแสดงวาจุดข้ัวหรือจุดกำเนิดเปนจุดตัดดวย 

เราจะหาความสัมพันธของตัวแปร x  และ y  ในเทอมของตัวแปรที่สามซึ่งเรียกวา ตัวแปรเสริม ปจจุบัน

เทคโนโลยีดานคอมพิวเตอรไดพัฒนาโปรแกรมชวยวาดกราฟทั้งในสองมิติ และสามมิติ เปนจำนวนมาก และการ

กำหนดเสนโคงในระนาบ XY  นิยมกำหนดเสนโคงในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

 ถาฟงกชัน f  และ  ในโดเมน S  แลวสมการ ( ), ( )x f t y g t   สำหรับ t  ใน S  เปนสมการอิงตวั

แปรเสริม (Parametric Equations) ของเสนโคงซึ่งรวมจุด ( ( ), ( ))f t g t  ทั้งหมดสำหรับ t  ใน S  ตัวแปร t  

เรียกวา ตัวแปรเสริม โดยเสนสมการเสนโคงที่พิจารณามีดังนี้ 
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1. สมการเสนตรงอยูในรูป ( ), ( )x f t y g t   

2. สมการวงกลมประกอบไปดวย 

- สมการวงกลมจุดศูนยกลางอยูที่จุดกำเนิดอยูในรูป cos , sinx r y r    

- วงกลมจุดศนูยกลางอยูที่จุด ( , )h k  อยูในรูป cos , sinx h r y k r      

3. สมการพาราโบลาประกอบไปดวย 

- สมการพาราโบลาคว่ำ จุดยอดอยูที่ 0, b
a

     
อยูในรูป 2cos , sinx a t y b t   

- สมการพาราโบลาหงาย จุดยอดอยูที่ ( , )a b  อยูในรูป 2,x a t y b t     

- สมการพาราโบลาตะแคงซาย จุดยอดอยูที่ ( , )a b  อยูในรูป 2,x a t y b t     

- สมการพาราโบลาตะแคงขวา จุดยอดอยูที่ ( , )a b  อยูในรูป 2,x a t y b t     
4. สมการวงรีประกอบไปดวย 

- สมการวงรีจุดศูนยกลางอยูที่จุดกำเนิดอยูในรูป cos , sinx a y b    

- สมการวงกลมจุดศูนยกลางอยูที่จุด ( , )h k  อยูในรูป  

cos , sinx h a y k b      

5. สมการไฮเพอรโบลาประกอบไปดวย 

- สมการไฮเพอรโบลาจุดศนูยกลางอยูที่จุดกำเนิดอยูในรูป sec , tanx a y b    

- สมการไฮเพอรโบลาจุดศนูยกลางอยูที่จุด ( , )h k  อยูในรูป  

tan , secx h a y k b      

  



บทที่ 5 พิกัดเชิงขั้วและสมการอิงตัวแปรเสริม  151 
 

แบบฝกหัดบทที่ 5 
 

จงลงจุดในระบบพิกัดเชิงข้ัวบนระนาบพิกัดเขิงขั้วตอไปนี้ (ขอ 5.1 - 5.8) 

5.1 (3,60 ), (4,45 ), (5,30 )A B C    

5.2 ( 3,60 ), ( 4,45 ), ( 5,30 )D E F      

5.3 (1,20 ), ( 2,135 ), (7,330 )G H I    

5.4 (6,0 ), (4, ), (5,2 )J K L   

5.5 3, , 7, , (0,0 )
2 3

M N O               
  

5.6 2, , 4, , 4,
6 4 4

P Q R                             
 

5.7 
2 11 55, , 2, , 4,
3 6 3

S T U                               
 

5.8 
8 29 211, , 2, , 8,
3 6 4

X Y Z                              
 

 

จงหาพิกัดจุดเชิงข้ัวอีก 2 พิกัดซึ่งแทนจุดเดียวกันตอไปนี้ (ขอ 5.9 - 5.16) 

5.10 (4,20 )   5.11 (3, 15 )    5.12 ( 1,69 )   

5.13 ( 4, 360 )    5.14 
33,
4
      

 5.15 
42,
3
     

 

5.16 
336,
2
     

  

 

จงหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากตอไปนี้ (ขอ 5.17 - 5.25) 

5.17 
33,
2
     

  5.18 
54,
6
     

  5.19  6,  

5.20 
34,
4
     

  5.21  0,   5.22 2,
3
      

 

5.23 3 3,
4
     

 5.24 3,
6
     

  5.25 
55,
4
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จงหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชิงข้ัวตอไปนี้ (ขอ 5.26 - 5.40) 

5.26 (0,0)   5.27 (0,3)   5.28 (0, 4)  

5.29 (2 3, 2)  5.30 ( 2, 2)   5.31 ( 3, 1)  

5.32 ( 4,3)   5.33 ( 5, 12)   5.34 (4,0) 

5.35 ( 3,0)   5.36 ( 3, 3)   5.37 ( 4 3, 4)  

5.38 ( 4, 4)    5.39 (5,12)  5.40 
3 3,
2 2

       
 

 

จงแปลงสมการในระบบพิกัดฉากตอไปนี้ใหอยูรูปสมการระบบพิกัดเชิงขั้ว (ขอ 5.41 - 5.52) 

5.41 3y     5.42 2 0x y    

5.43 2 4x y    5.44 3x   

5.45 2 2 24x y    5.46 2 2 2x y y   

5.47 2 9y x    5.48 2 3x y    

5.49 2 22 4x y    5.50 2 9x y    

5.51 2 2 2x y x    5.52 2 2 9x y   

 

จงแปลงสมการในระบบพิกัดเชิงข้ัวตอไปนี้ใหอยูรูปสมการระบบพิกัดฉาก (ขอ 5.53 - 5.66) 

5.53 cos 4r     5.54 5cosr    

5.55 
4
     5.56 2 sin2 4r    

5.57 
2

1 cos
r





  5.58 

2
3
   

5.59 
3

1 cos
r





  5.60 2r    

5.61 sin 5r     5.62 
4

sin 2 cos
r

 



   

5.63 
1

cos 3sin
r

 



 5.64 8 sinr   

5.65 
3

3sin 4cos
r

 



 5.66 2 4

cos2
r
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จงพิจารณาเสนโคงตอไปนี้วาสมมาตรกับแกนเชิงข้ัว แกนที่ตั้งฉากกับแกนเชิงขั้ว และจุดขั้ว หรือไม  

(ขอ 5.67 - 5.74) 

5.67 2 4
cos2

r


   5.68 2 sin2 4r    

5.69 
2

1 cos
r





  5.70 cos 4r    

5.71 
3

1 cos
r





  5.72 2r    

5.73 sin 5r     5.74 
4

sin 2 cos
r

 



   

 

จงพิจารณาจุดตัดแกนเชิงขั้ว และจุดตัดแกนตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัวเสนโคงตอไปนี้ (ขอ 5.75 - 5.82) 

5.75 6 sinr    5.76 
1

2cos sin
r

 



 

5.77 
3

sin 2 cos
r

 



 5.78 cos 2r    

5.79 
2

3 cos
r





  5.80 sin 1r     

5.81 9r     5.82 
3

2 5cos
r





   

 

จงพิจารณาขอบเขตของเสนโคงตอไปนี้ (ขอ 5.83 - 5.92) 

5.83 2 sin2 6r     5.84 2 2
cos2

r


  

5.85 2sinr    5.86 
2

cos 4 sin
r

 



 

5.87 
6

5 sin 2 cos
r

 



 5.88 cos 3r    

5.89 2 sin 1r     5.90 2 3
cos2

r


  

5.91 1r     5.92 
3
   

 

จงวาดกราฟของสมการ 3 6 sinr    
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จงวาดกราฟเสนโคงที่กำหนดใหตอไปนี ้(ขอ 6.1 - 6.6) 

6.1       6.2 
3
      

6.3 4(1 sin )r      6.4 16r      

6.5 2 9cos2r     6.6 4 cos2r   

 

จงหาสมการเชิงขั้วของวงกลมที่กำหนดใหตอไปนี้ (ขอ 6.7 - 6.12) 

6.7 จุดศนูยกลางอยูที่จุด (6,0 )  รัศมียาว 4  หนวย 

6.8 จุดศนูยกลางอยูที่จุด ( 4, )  รัศมียาว 5  หนวย 

6.9 จุดศนูยกลางอยูที่จุด 3,
2
      

 รัศมียาว 3  หนวย 

6.10 จุดศนูยกลางอยูที่จุด 
72,
4
     

 รัศมียาว 7  หนวย 

6.11 จุดศนูยกลางอยูที่จุด  8,180  รัศมียาว 0.5  หนวย 

6.12 จุดศนูยกลางอยูที่จุด 
111,
6
     

 รัศมียาว 6  หนวย 

 

จงหาสมการเสนตรงในระบบพิกัดเชิงขั้วที่กำหนดเงื่อนไขตอไปนี้ (ขอ 6.13 - 6.18) 

6.13 เสนตรงแนวราบผานจุด 
33,
4
     

  

6.14 เสนตรงแนวตั้งผานจุด  3,   

6.15 เสนตรงที่สัมผัสกับวงกลม 3r   ที่จุด 3,
3
     

  

6.16 เสนตรงแนวตั้งผานจุด 
54,
6
     

  

6.17 เสนตรงแนวราบผานจุด 3,
2
     

  

6.18 เสนตรงที่สัมผัสกับวงกลม 4r   ที่จุด 
55,
4
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จงหาอธิบายชนิดของเสนโคงภาคตัดกรวยตอไปนี้โดยพิจารณาจากคา k  และคา e  (ขอ 6.19 - 6.24) 

6.19 
3

2 cos
r





     

6.20 
12

2 3cos
r





   

6.21 
5

1 sin
r





    

6.22 
25

3 4 sin
r





   

6.23 
7

1 cos
r





    

6.24 
12

3 2sin
r





 

 

จงแสดงสมการตอไปนี้ในรูปสมการอิงตัวแปรเสริมโดยใชความสัมพันธระหวางตัวแปร x  และ y   

และตัวแปรเสริม (ขอ 6.25 - 6.28) 

6.25 2 225 5, 3x y y t       

6.26 2 1, 2x xy y t      

6.27 1, 2xy x y x t       

6.28 2 29 , tanx y t y t     

 

จงหาจุดตัดของเสนโคงสองเสนในระบบพิกัดเชิงขั้วที่กำหนดใหตอไปนี้ พรอมวาดกราฟ (ขอ 6.29 - 6.47) 

6.29 
cos2
1

r
r




    6.30 
6 sin 0
6 cos 0

r
r




 
 

   

6.31 
sin
1 cos

r
r





 

   6.32 
2 4 sin2

2
r
r




    

6.33 
1 sin
cos2

r
r




 


   6.34 
4 cos
4 sin2

r
r







 

6.35 
2

sin
sin2

r
r







    6.36 
3cos
4 sin

r
r







   

6.37 
2

2cos
4 cos

r
r







   6.38 
sin
1 sin

r
r





 

    

6.39 
1
2 sin2

r
r 



   6.40 2 cos2
2 sin2

r

r
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6.41 
2 sin 1

sin 1
r

r



 


   6.42 (1 cos ) 4
2 cos

r
r



 


  

6.43 
sec
2 cos

r
r







   6.44 
3(1 cos )

2

r 


 


 

6.45 
3sin

3

r 





    6.46 

4

4

r





   

6.47 
3 2cos
0

r 

 


  

 

จงวาดกราฟของสมการอิงตัวแปรเสริมที่กำหนดใหตอไปนี ้โดยมี t  เปนตัวแปรเสริม (ขอ 6.48 - 6.64) 

6.48 4cos , 2sinx t y t      

6.49 23 , 9x t y t   

6.50 ,x t y t       

6.51 2sec 1, tanx t y t    

6.52 23 , 9x t y t       

6.53 2cos 3, 4 sin 4x t y t     

6.54 csc , cotx t y t      

6.55 2 5, 4 7x t y t     

6.56 2sinh , 2coshx t y t     

6.57 1,t tx e y e    

6.58 4 3 , 1x t y t        

6.59 23 , 2x t y t     

6.60 cos2 , sin2x t y t      

6.61 sin2 , cos2x t y t    

6.62 1,t tx e y e    

6.63 3, 2 lnx t y t   

6.64 4 tan2 , 3sec2x t y t   

 


