
บทที่ 4 

การปรับสมการใหเปนรูปอยางงาย (Simplification of Equation) 

 
 การจัดรูปสมการใหอยูในรูปสมการมาตรฐานของภาคตัดกรวยในบทที่ 3 เราจะสังเกตเห็นวารูปเรขาคณิต

แตละรูปนั้นมีสมมาตรกับแกน X  และแกน Y  หรือมีสมมาตรกับเสนตรงที่ขนานกับแกน X  และแกน Y
เทานั้น แตถารูปเรขาคณิตดังกลาวไมไดมีสมมาตรกับเสนตรงที่ขนานกับแกน X  และแกน Y  แลวจะมีพจนที่มี

ตัวแปร x  กับตัวแปร y  คูณกันอยูในสมการนั้น ซึ่งเปนเรื่องยากที่เราจะจัดสมการใหอยูในรูปมาตรฐานของภาค

ตัดกรวย ซึ่งในบทที่ 4 จะแสดงถึงวิธีที่ทำใหการจัดรูปสมการใหอยูในรูปอยางงาย และนำไปสูการวาดกราฟไดงาย

ขึ้น และวิธีดังกลาวก็คือการเลื่อนแกน และการหมุนแกน 

 การยายแกนเปนการเปลี่ยนแปลงตำแหนงจุดเริ่มตนไปอยู ณ ตำแหนงใหมที่จุดใดจุดหนึ่งเพื่อที่จะทำให

สมการของกราฟอยูในรูปที่งายขึ้น ซึ่งโดยปกติจะเปนการยายจุดเริ่มตนไปยังจุดศูนยกลางของกราฟนั่นเอง ดังนั้น

กราฟของสมการจะอยูในรูปที่ไมมีเทอมกำลังหนึ่งของตัวแปร การหมุนแกนเปนการเปลี่ยนแปลงระบบพิกัดโดย

หมุนแกน X   และแกน Y   ไปเปนมุม   ขณะที่มีจุดเริ่มตนคือจุด  (0,0)   ทั้งนี้เพื่อจะกำจัดเทอม xy   ของ

สมการนั่นเอง  
 

 
 

รูปที่ 4.1 แสดงการหมุนและเลื่อนแกน 



78  บทที่ 4 การปรับสมการใหอยูในรูปอยางงาย 
 

4.1 การเลื่อนแกน (Translation of Axes)  

ในการเลื ่อนแกนนั้นจะเกี่ยวของกับการแปลง (Transformation) อยูสองลักษณะ คือ การเลื่อนตาม

แนวนอน (Horizontal Shift) และการเลื่อนตามแนวดิ่ง (Vertical Shift) เชน สมการ ( )y f x h   จะมลีักษณะ

กราฟสมภาค (Congruence) กับสมการ ( )y f x  โดยถา 0h   เลื่อนกราฟไปทางขวา h  หนวย ถา 0h   

เลื่อนไปทางซาย h  หนวย ดังรูปที่ 4.2 
 

 
 

รูปที่ 4.2 แสดงการเลื่อนตามแนวนอน 

ในทำนองเดียวกัน กราฟ ( )y k f x    หรือ ( )y f x k   จะมีลักษณะของกราฟสมภาค กับ 

( )y f x  โดยถา 0k   เลื่อนกราฟขึ้นไปขางบน k  หนวย ถา 0h   เลื่อนกราฟลงขางลาง k  หนวย ดัง

รูปที่ 4.3 

 
 

รูปที่ 4.3 แสดงการเลื่อนตามแนวดิ่ง 
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สำหรับกราฟที่มีรูปสมการเปน ( , )f x h y k c    กราฟจะสมภาคกับ ( , )f x y c  โดย ตองเลื่อน

ตามแนวแกนนอนไป h  หนวย และเลื่อนตามแนวแกนตั้งไป k  หนวย  

สมมติใหแกน OX  และ OY  เปนแกนชุดเดิม และใหแกน O X   และ O Y   เปนแกนชุดใหม ซึ่งมีจุด

พิกัดของ O  คือจุด ( , )h k  เม่ือเทียบกับแกนชุดเกา ดังรูปที่ 4.4 

 

 
รูปที่ 4.4 แกนชุดเกาเทียบกับแกนชุดใหม 
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ตัวอยาง 4.1.1 จงเปลี่ยนสมการเสนตรง 2 3 4 0x y    ใหมาเทียบกับแกนชุดใหม X Y   ซึ่งขนานกับแกน

ชุดเกาโดยมีจุดกำเนิดใหมที่ (3, 4)  
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ตัวอยาง 4.1.2 จงเลื่อนแกนใหเหมาะสมเพื่อจัดสมการวงกลม 2 2 8 2 8 0x y x y      ใหอยูในรูป

มาตรฐาน 2 2 2( ) ( )x y r    พรอมทั้งหาจุดกำเนิดของพิกัดใหม 
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ตัวอยาง 4.1.3 จงเลื่อนแกนของสมการ 2 6 6 15 0x x y     ใหอยูในรูปสมการมาตรฐานของ ภาคตัดกรวย 
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ตัวอยาง 4.1.4 จงเลื่อนแกนของสมการ 2 225 16 150 32 191 0x y x y      ใหอยูในรูปสมการมาตรฐาน

ของภาคตัดกรวย 
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ตัวอยาง 4.1.5 จงเลื่อนแกนของสมการ 2 22 3 8 18 11x y x y      ใหอยูในรูปสมการมาตรฐานของภาค

ตัดกรวย 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 
 

ตัวอยาง 4.1.6 จงเลื่อนแกนของสมการ 2 29 4 18 16 7x y x y     ใหอยูในรูปสมการมาตรฐานของภาคตัด

กรวย 
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4.2 การหมุนแกน (Rotation of Axes) 

 

 

 
 

เราทราบวา ภาคตัดกรวยใด ๆ ที่มีแกนขนานกับแกนพิกัด สามารถแทนในรูปสมการระดับขั้นสอง  
2 2 0Ax Cy Dx Ey F      

สำหรับสมการระดับขั้นสองใด ๆ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       โดยที่ 0B   ยังแทน

ภาคตัดกรวย หรือ ภาคตัดกรวยลดรูป (Degenerate Conic) ที่มีแกนขนานกับแกนพิกัดได ในการศึกษาการวาด

กราฟของสมการระดับขั้นที่สองใด ๆ โดยที่ 0B   เราสามารถกำจัดเทอม Bxy  ออกไปจากสมการไดโดยใช

วิธีการหมุนแกน สมมติสมการระดับขั้นที่สองใด ๆ ที่ 0B   คือ 

สมมติวาหมุนแกน OX  และแกน OY  ไปเปนมุม   โดย 0
2
   ดังรูปที่ 4.12  

 

รูปที่ 4.12 แสดงหมุนแกน OX  และแกน OY  ไปเปนมุม   โดย 0
2
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บทนิยาม 4.2.1 การหมุนแกน คือ การแปลงระบบแกนพิกัด ซึ่งจุดกำเนิด (Origin) อยูตำแหนงเดิม 

และหมุนแกนไปเปนมุมคงท่ีมุมหนึ่งรอบจุดคงท่ี 
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ตัวอยาง 4.2.1 จงหาสมการใหมของสมการ 2 2 8x xy y    หลังจากการหมุนแกนเปนมุม 45  
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ตัวอยาง 4.2.2  จงหามุม   ของการหมุนแกนของสมการ 2 2 2 0x y xy x y      ใหไมมีเทอม x y   
พรอมวาดกราฟ 
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ตัวอยาง 4.2.3 จงหามุม   ของการหมุนแกนของสมการ 2 23 4 3 15x y xy    ใหไมมีเทอม x y   พรอม

วาดกราฟ 
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ตัวอยาง 4.2.4 จงหามุม   ของการหมุนแกนของสมการ 2 23 2 16 0x xy y     ใหไมมีเทอม x y   

พรอมวาดกราฟ 
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ตัวอยาง 4.2.5 จงหมุนแกนของสมการ 2 24 4 0x xy y    ใหไมมีเทอม x y   พรอมวาดกราฟ 
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ตัวอยาง 4.2.6 จงหมุนแกนของสมการ 212 5 48 36 0xy y y     ใหอยูในรูปอยางงาย 
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4.3 การหมุนแกนและการเลื่อนแกน (Rotations of axes and Translation of axes)  

 ในการวาดกราฟของสมการระดับขั้นที่สอง เราอาจหมุนแกนกอนเพ่ือกำจัดเทอม xy  แลวยายแกนตอเพื่อ

กำจัดเทอม x  และเทอม y  หรือเราจะยายแกนกอนเพื่อกำจัดเทอม x  และเทอม y แตเทอม xy  ยังอยู แลว

หมุนแกนตอเพ่ือกำจัดเทอมเทอม xy  

ตัวอยาง 4.3.1 จงหามุมของการหมุนแกนซึ่งเปลี่ยนสมการ 2 23 2 3 2 2 3 4x xy y x y      ใหไมมี

เทอม x y   และเลื่อนแกนใหอยูในรูปมาตรฐานของภาคตัดกรวย  
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ตัวอยาง 4.3.2 จงจัดสมการโดยการหมุนแกนและเลื่อนแกนใหอยูในรูปมาตรฐานของสมการ  

2 273 72 52 100 200 100 0x xy y x y       
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ตัวอยาง 4.3.3 จงจัดสมการโดยการหมุนแกนและเลื่อนแกนใหอยูในรูปมาตรฐานของสมการ  

2 26 24 12 26 11 0x xy y x y       
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4.4 การจำแนกประเภทของภาคตัดกรวย (Identification of A Conic)  

 

 

 

 

 

 
 

 ในกรณีที่สมการระดับขั้นที่สอง (Second Degree) สามารถแยกตัวประกอบใหอยูในรูปของสมการระดับ

ขั้นทีห่นึ่ง (First Degree) จะเปนกราฟของเสนตรง 

ตัวอยาง 4.4.1 กำหนดใหสมการ 2 2 8x xy y    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 
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................................................................................................................................................. 
 

ตัวอยาง 4.4.2 กำหนดใหสมการ 2 2 2 0x y xy x y      มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 
 

ตัวอยาง 4.4.3 กำหนดใหสมการ 2 23 4 3 15x y xy    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

ทฤษฎีบท 4.4.1 ถาสมการ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       เปนสมการที่มีกราฟเปน 

ภาคตัดกรวยแบบใดแบบหนึ่งเราจะไดวา  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปวงรี  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปพาราโบลา 

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปไฮเพอรโบลา 
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ตัวอยาง 4.4.4 กำหนดใหสมการ 2 23 2 16 0x xy y     มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 
 

ตัวอยาง 4.4.5 กำหนดใหสมการ 2 24 4 0x xy y    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 
 

ตัวอยาง 4.4.6 กำหนดใหสมการ 212 5 48 36xy y y    มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 
 

ตัวอยาง 4.4.7 ใหสมการ 2 23 2 3 2 2 3 4x xy y x y      มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. 
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สรุปทายบทที่ 4 

  สำหรับในบทที่ 4 นั้นเราไดศึกษาการปรับสมการใหเปนรูปอยางงาย ซึ่งมีวิธี 2 แบบ คือ การปรับโดยการ

เลื่อนแกนและการปรับโดยการหมุนแกน 

การปรับสมการใหเปนรูปอยางงายโดยการเลื่อนแกนนั้น ก็คือการปรับใหสมการมีจุดยอดหรือจุดศูนยกลาง

อยูท่ีจุดกำเนิดของแกนพิกัดใหม X Y   เราสามารถปรับไดโดยการสรางแกน X Y   ขึ้นมาใหมใหมีจุดกำเนิดที่จุด

ยอดหรือที่จุดศนูยกลางของกราฟนั้น ๆ สมการใหมจะปรับโดยการแทนคาดังนี้ 

ให   x x h    

และ y y k    

เมื่อกำหนดใหจุดยอดหรือจุดศูนยกลาง คือจุด ( , )h k  

สำหรับการปรับสมการใหเปนรูปอยางงายโดยการหมุนแกนนั้น คือการกำจัดเทอม xy  ในสมการนั้น

ออกไป โดยการหมุนแกนในมุมที่ไมมีเทอม xy  โดยเราสามารถหามุมดังกลาวไดจากสูตรหมุนแกนดังนี้ 

 cot2 A C
B

    โดยคา ,A B  และ C หาไดจากสมการระดับข้ันท่ีสอง 

2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       เม่ือ 0B   

เมื่อไดมุมที่ตองการก็จะปรับสมการใหมโดยใชสูตรหมุนแกนดังนี้ 

ให   cos sinx x y     

และ sin cosx x y     

ในการวาดกราฟของสมการระดับขั้นที่สอง เราอาจหมุนแกนกอนเพ่ือกำจัดเทอม xy  แลวยายแกนตอเพ่ือ

กำจัดเทอม x  และเทอม y  หรือเราจะยายแกนกอนเพ่ือกำจัดเทอม x  และเทอม y แตเทอม xy  ยังอยู แลวหมุน

แกนตอเพ่ือกำจัดเทอมเทอม xy  

ถาสมการ 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       เปนสมการที่มีกราฟเปนภาคตัดกรวยแบบใด

แบบหนึ่งเราจะไดวา  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปวงรี  

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปพาราโบลา 

- ถา 2 4 0B AC   แลว กราฟจะเปนรูปไฮเพอรโบลา 

ในกรณีที่สมการระดับขั้นที่สอง (Second Degree) สามารถแยกตัวประกอบใหอยูในรูปของสมการระดับ

ขั้นทีห่นึ่ง (First Degree) จะเปนกราฟของเสนตรงสองเสนขนานกัน 
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แบบฝกหัดบทที่ 4 

 
จงหาสมการใหมเมื่อยายจากจุดกำเนิดไปยังจุดที่กำหนดใหตอไปนี้ (ขอ 4.1-4.7) 

4.1 2 5 0x y    เม่ือจุดใหมคือ (2, 8)  

4.2 22 8 5 0x x y     เม่ือจุดใหมคือ ( 2,4)   

4.3 2 29 3 8 43 0x y x y      เม่ือจุดใหมคือ (5, 1)   

4.4 2 214 4 160 24 300 0x y x y      เม่ือจุดใหมคือ ( 3, 5)    

4.5 3 21 6 47 0xy x y     เม่ือจุดใหมคือ (2,7)   

4.6 2 2 9x y   เม่ือจุดใหมคือ ( 3,2)   

4.7 จงอธิบายวากราฟ 24( 1) 0y x    มาจากการยายแกนของกราฟ 2y x   

 

จงหาจุดกำเนิดใหมเม่ือยายแกนของสมการแลวจะไมมีเทอมดกีรีหนึ่ง (ขอ 4.8-4.12) 

4.8 2 2 2 4 4x y x y      

4.9 2 22 6 4 2 0x y x y       

4.10 2 22 3 12 16 14 0y x x y       

4.11 2 22 3 5 3 0x xy y x y        

4.12 2 2 12 0x y x     

 
จงหาสมการใหมเมื่อหมุนแกนดวยมุม   (ขอ 4.13-4.20) 

4.13 3 4x y   เม่ือ 60    

4.14 1xy   เม่ือ 45     

4.15 2 2 5x xy y    เม่ือ 45     

4.16 2 22 2 2x xy y    เม่ือ 45     

4.17 2 26 2 3 8 5x xy y    เม่ือ 30     

4.18 2 23 2 2x xy y    เม่ือ 60     

4.19 4xy   เม่ือ 45     

4.20 2 24 4 8 5 0x xy y x     เม่ือ 
1arctan
2
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จงหาสมการ ในการหมุนแกนโดยแปลงสมการนั้นใหไมมีเทอม x y   พรอมวาดกราฟ (ขอ 4.21-4.32) 

4.21 2 26 4 3 2x xy y    

4.22 2 28 8 7 3x xy y    

4.23 2 215 7 9 1x xy y    

4.24 2 29 20 12 1x xy y    

4.25 2 29 21 11 2x xy y    

4.26 3 2 0xy y    

4.27 2 23 4 7 0x xy y     

4.28 2 22 8 2 8 0x xy y x      

4.29 0xy x y    

4.30 2 23 10 3 22 26 43 0x xy y x y       

4.31 2 273 72 52 380 160 400 0x xy y x y       

4.32 2 2104 60 41 60 82 75 0x xy y x y       

 
จงบอกวา สมการท่ีกำหนดใหตอไปนี้เปนกราฟชนิดใดของภาคตัดกรวย (ขอ 4.33-4.36) 

4.33 2 22 4 8 7 0x xy y     

4.34 2 1 0xy x y     

4.35 2 2 4 0x y    

4.36 2 23 6 5 0x xy y x y      

 
จงปรับสมการที่กำหนดใหตอไปนี้ใหอยูในรูปอยางงาย (ขอ 4.37-4.43) 

4.37 2 27 3 3 1x xy y    

4.38 2 215 7 9 1x xy y    

4.39 212 5 48 36 0xy y x     

4.40 2 29 21 11 2x xy y    

4.41 2 23 1 0x xy y x y       

4.42 2 22 8 16 0x xy y x y      

4.43 2 25 2 5 12 12 0x xy y x y      
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จงหาวาตองยายจุดเริ่มตนไปที่จึงจะทำใหเทอม x  และ y  ของสมการหมดไป (ขอ 4.44-4.46) 

4.44 2 4 8 20 0y y x     

4.45 2 29 4 36 8 4 0x y x y      

4.46 2 24 24 8 16 0y x y x      

 

จงพิจารณาการหมุนแกนเพ่ือใหไมมีเทอม xy  พรอมวาดกราฟของสมการตอไปนี้ (ขอ 4.47-4.52) 

4.47 2 28 5 4 2 0x xy y     

4.48 2 22 9 14 5 0x xy y     

4.49 2 212 6 2 5 1 0x xy y x y       

4.50 2 214 49 2 1 0x xy y y      

4.51 2 227 5 15 2 0x xy y     

4.52 2 214 49 2 1 0x xy y y      

4.53 2 24 4 8 5 16 5 0x xy y x y      

4.54 2 25 6 5 4 4 4 0x xy y x y       

 

จงหาสมการของเสนตรง 2 2 0x y    เม่ือหมุนแกนไปเปนมุม 30   

 

จงหาสมการของวงกลม 2 2 36x y   เม่ือหมุนแกนไปเปนมุม 60  

 

จงหาสมการของ 2 29 24 16 120 90 0x xy y x y      เม่ือหมุนแกนไปเปนมุม 
3tan
4
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Note บทที่ 4 


