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                              ระบบจาํนวนจริง 
 

1.  โครงสร้างของระบบจาํนวนจริง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 1  จงพิจารณาจํานวนที�กําหนดให้ในแตล่ะข้อตอ่ไปนี �วา่เป็นจํานวนชนิดใด 

  โดยทําเครื�องหมาย    ให้ตรงกบัจํานวนนั �นๆ (สามารถตอบได้มากกวา่ 1 ชนิด) 

 

ข้อ จาํนวน        

1 0       

2 2.91452       

3 
1

2
        

4 3        

5        

6 0.12121212…       

7 12       

8 3.14       

9 
22

7
       

10 3.78778777877778…       

จํานวนจริง () 

จํานวนตรรกยะ (ℚ) 

จํานวนเต็ม () เศษสว่นของจํานวนเต็ม 

ที�ไม่ใช่จํานวนเต็ม 

จํานวนเต็มบวก (+) หรือ จํานวนนบั () จํานวนเต็มศูนย์ (0) จํานวนเต็มลบ (–) 

จํานวนอตรรกยะ (ℚ) 
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แบบฝึกหัดที� 1 

 

1. จงพิจารณาจํานวนที�กําหนดให้ในแตล่ะข้อตอ่ไปนี �วา่เป็นจํานวนชนิดใด 

 โดยทําเครื�องหมาย    ให้ตรงกบัจํานวนนั �นๆ (สามารถตอบได้มากกวา่ 1 ชนิด) 

 

ข้อ จาํนวน        

1 2.54       

2 
10

5
        

3 5        

4 
0

0
       

5 3 64        

6 2 + 2        

7 12.45        

8 – e       

9 1.45445444544445…       

10 2

3
       

11 0.59999…       

12 2        

13 2 8        

14 
18

2
 

      

15 
2

35        

16 02        

17 00        

18 
1

29        

19 0.45454545…       

20 3 1        

 

คําถามน่าสนใจ : 0.999…  เป็นจํานวนเตม็ใหม ? 
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2. จงพิจารณาวา่ข้อใดตอ่ไปนี �เป็นจริง(T) หรือเป็นเท็จ(F) 

................. 1. 0  เป็นจํานวนเตม็บวกหรือจํานวนเตม็ลบก็ได้ 

................. 2. 3 27   เป็นจํานวนอตรรกยะ 

................. 3. – | –3 |  เป็นจํานวนเตม็บวก 

................. 4. 9 4   เป็นจํานวนเตม็บวก 

................. 5. –0.866  เป็นจํานวนตรรกยะ 

................. 6. 8

4
  เป็นจํานวนอตรรกยะ 

................. 7. 16    เป็นจํานวนตรรกยะ 

.................  8. 
8

0
  เป็นจํานวนอตรรกยะ 

................. 9. 
0

3
  เป็นจํานวนจริง 

................. 10. มีจํานวนเตม็บวกที�มากที�สดุ 

................. 11. มีจํานวนเตม็บวกที�น้อยที�สดุ 

................. 12. มีจํานวนเตม็ลบที�น้อยที�สดุ 

................. 13. มีจํานวนเตม็ลบที�มากที�สดุ 

................. 14. มีจํานวนตรรกยะระหวา่งสองจํานวนอตรรกยะใดๆเสมอ 

................. 15. มีจํานวนอตรรกยะระหวา่งสองจํานวนตรรกยะใดๆเสมอ 

................. 16. มีจํานวนจริงที�มากที�สดุที�น้อยกวา่  2  

................. 17. มีจํานวนจริงที�น้อยที�สดุที�มากกวา่  1    

................. 18. 0.141144111444… เขียนเป็นเศษสว่นที�มีเศษและสว่นเป็นจํานวนเตม็ได้ 

................. 19. มีจํานวนตรรกยะ a  0  และจํานวนอตรรกยะ b ซึ�ง ab  เป็นจํานวนตรรกยะ 

................. 20. ถ้า a, b  เป็นจํานวนตรรกยะบวกแล้ว  ab  เป็นจํานวนตรรกยะเสมอ 

................. 21. มีจํานวนอตรรกยะ a, b ซึ�ง a  –b  และ a + b เป็นจํานวนตรรกยะ 

................. 22. ถ้า a, b เป็นจํานวนอตรรกยะ  และ 1
b

a
  แล้ว ab เป็นจํานวนอตรรกยะเสมอ 

................. 23. จํานวนจริงที�ได้จากการแก้สมการ x 25  = – 4  มีคา่น้อยกวา่ 0 

................. 24. ถ้า a, b เป็นจํานวนจริงใดๆ ที� a  0  b แล้ว เราสรุปได้วา่ a2b  ab2 

................. 25. ถ้า a, b, c เป็นจํานวนจริงใดๆ ที� ac = bc  แล้ว เราสรุปได้วา่ a = b 
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2.  การเท่ากันของจาํนวนจริง 
 การเท่ากนัในระบบจํานวนจริง  มีสมบตัิดงัตอ่ไปนี � 

          กําหนดให้  a,  b  และ  c  เป็นจํานวนจริงใดๆ 

 (1) สมบตัิการสะท้อน(Reflexive Property)   :  a = a 

 (2) สมบตัิการสมมาตร(Symetric Property) :  ถ้า  a =  b แล้ว  b = a 

 (3) สมบตัิการถ่ายทอด(Transitive Property) :   ถ้า  a =  b และ  b = c  แล้ว  a = c 

 (4) สมบตัิการบวกด้วยจํานวนที�เท่ากนั : ถ้า  a = b  แล้ว  a + c = b + c 

 (5) สมบตัิการคณูด้วยจํานวนที�เท่ากนั  : ถ้า  a = b  แล้ว  ac = bc 

 

3. สมบัตขิองระบบจาํนวนจริง 

 3.1 สมบัตขิองจํานวนจริง ด้านพชีคณิต 
 ให้ a, b และ c เป็นจํานวนจริง  การดําเนินการบวกและการคณูบนจํานวนจริงมีสมบตัิดงันี � 

สมบัต ิ การบวก การคูณ 

ปิด a + b     ab    

การสลับที� a + b  =  b + a ab  =  ba 

การเปลี�ยนกลุ่ม (a + b) + c  =  a + (b + c) (ab)c  =  a(bc) 

การมีเอกลักษณ์ 
มี 0 เป็นเอกลกัษณ์  โดยที� 

   a + 0  = 0 + a  =  a 

มี 1 เป็นเอกลกัษณ์  โดยที� 

    1  a  =  a  1  =  a 

การมีอนิเวอร์ส 
อินเวอร์สของจํานวนจริง a คือ –a  

โดยที�  a + (–a)  =  0 

อินเวอร์สของจํานวนจริง a  0 คือ 

1

a
 โดยที� a 1

a
 
 
 

 = 
1

a
 
 
 

a = 1 

การแจกแจง a (b + c)  =  ab + ac 

 

Note  : สําหรับการดําเนินการ    บนเซต็  A 

    1)  สมบตัิปิด เป็นจริง  ก็ตอ่เมื�อ  ทกุๆ  x, y  A  แล้ว  x  y  A 

    2) สมบตัิการเปลี�ยนกลุ่ม เป็นจริง  ก็ตอ่เมื�อ  ทกุๆ  x, y, z  A แล้ว (x  y)  z = x  (y  z) 

    3) สมบตัิการมีเอกลกัษณ์ เป็นจริง  ก็ตอ่เมื�อ  มี  e  A ซึ�งทกุๆ  x  A  ซึ�ง  e  x = x  e = x 

    4) สมบตัิการมีอินเวอร์ส เป็นจริง  ก็ตอ่เมื�อ   ทกุๆ  x  A  มี  x  ซึ�ง  x  x  = x  x = e 

    5) สมบตัิการสลบัที� เป็นจริง  ก็ตอ่เมื�อ   ทกุๆ  x, y  A  แล้ว  y  x = x  y 

  ถ้า  A และ   มีสมบตัิ 1) – 4) เราเรียกวา่ระบบ A และ  กรุป(Group)  

 ถ้า  A และ   มีสมบตัิ 1) – 5) เรียกวา่ระบบ A และ  กรุปสลบัที�(commutative Group) 
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ตัวอย่าง 1 กําหนดให้   A = {–1, 0, 1}  จงตอบคําถามตอ่ไปนี � 

(1) A มีสมบตัิปิดการบวกหรือไม ่  (2) A มีสมบตัิการคณูหรือไม ่

 

(3)    A มีสมบตัิปิดการลบหรือไม ่  (4) A มีสมบตัิการหารหรือไม ่

 

(5)   A มีเอกลกัษณ์การบวกหรือไม ่  (6) A มีเอกลกัษณ์การคณูหรือไม ่

 

(7) สมาชิก A ทกุตวัมีอินเวอร์สการบวกหรือไม ่

 

(8)   สมาชิก A ทกุตวัยกเว้น 0 มีอินเวอร์สการคณูหรือไม ่

 

 (9)   A กบัการบวก เป็นกรุปหรือไม ่

 

(10) A กบัการคณู เป็นกรุปหรือไม ่

 

 

 

ตัวอย่าง 2   กําหนดให้   เป็นเซตของจํานวนเตม็ และ ∗ เป็นโอเปอเรชนัที�กําหนดโดย  

      a ∗ b  =  a + b + 2  เมื�อ a, b    

  จงพิจารณาวา่    กบั ∗  เป็นกรุปสลบัที�หรือไม ่
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แบบฝึกหัดที� 2 – 3 

 

1.   กําหนดให้  a ∗ b  =  a + b – 8  เมื�อ a, b    เมื�อ  คือเซตของจํานวนเตม็   

     จงตอบคําถามตอ่ไปนี � 

 (1) จงแสดงวา่    มีสมบตัิปิดภายใต้  ∗ 

 

 

 (2) จงแสดงวา่   มีสมบตัิการเปลี�ยนกลุม่ภายใต้  ∗ 

 

 

 

 (3) จงแสดงวา่    มีเอกลกัษณ์ภายใต้  ∗ 

 

 

 

(4) จงแสดงวา่    มีอินเวอร์สภายใต้  ∗ 

 

 

 

(5) จงแสดงวา่    มีคณุสมบตักิารสลบัที�ภายใต้  ∗ 

 

 

 

 

2. จงพิจารณาวา่ข้อความตอ่ไปนี �เป็นจริงหรือเป็นเทจ็ 

 (1) เซตจํานวนตรรกยะมีสมบตัิปิดของการบวกและการลบ 

 

 (2) เซตจํานวนตรรกยะมีสมบตัิปิดของการหาร 

 

(3) เซตจํานวนคูม่ีสมบตัิปิดของการคณู 

 

(4) เซตจํานวนเตม็มีสมบตัิปิดภายใต้การหารและการคณู 
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(5) เซตจํานวนอตรรกยะมีสมบตัิปิดภายใต้การบวก 

 

(6) เซตจํานวนอตรรกยะมีสมบตัิปิดภายใต้การคณู 

 

(7) เซตของจํานวนเตม็ที�หารด้วย 5 ลงตวั  มีสมบตัิปิดภายใต้การบวกและการคณู 

 

(8) เซตของจํานวนคี�มีสมบตัิปิดภายใต้การบวกและการลบ 

 

(9) เซต {n   | n   }  มีสมบตัิปิดภายใต้การคณู 

 

(10) เซตของจํานวนเตม็มีสมบตัิการเปลี�ยนกลุม่ได้ภายใต้การลบ 

 

(11) เซตของจํานวนตรรกยะมีสมบตัิการจดัหมูภ่ายใต้การคณู 

 

(12) เซตของจํานวนเตม็บวก  มเีอกลกัษณ์การบวกและเอกลกัษณ์การคณู 

 

(13) เซตของจํานวนคี�มเีอกลกัษณ์การคณูแตไ่มม่เีอกลกัษณ์การบวก 

 

(14) เซตของจํานวนเตม็ที�หารด้วย 5 ลงตวั  มีเอกลกัษณ์ของการบวกและการคณู 

 

(15) กําหนด  x  y  =  2(x y)   จะได้วา่  x  y = y  x  ทกุๆ x, y   

 

(16) กําหนด  x  y  =  x – y + xy  จะได้วา่  x  y = y  x  ทกุๆ x, y   

 

(17) กําหนด  x  y  =  x – y + xy  จะได้วา่  (xy)z = x(yz) ทกุๆ x, y, z   

 

(18) กําหนด  x  y  =  x + 4y  จะได้วา่  (xy)z = x(yz) ทกุๆ x, y, z   

 

(19) อินเวอร์สการคณูของ  3 2   คือ  3 2  

 

 (20) อินเวอร์สการบวกของ  1 b
a
   คือ  a

1 ab
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3. กําหนดเซต  A = {1, 2, 3, 4}  และนิยาม  x  y = เศษที�เกิดจาการหาร xy ด้วย 5  

จงตอบคําถามตอ่ไปนี � 

(1) จงแสดงวา่เซต A มีสมบตัิปิดภายใต้  

* 1 2 3 4 

1     

2     

3     

4     

 

(2) จงพิจารณาวา่ สําหรับ  a, b  A  มีสมบบตัิวา่  (a  b)  c = a  (b  c) หรือไม ่

 

 

 

 

 

 

(3) จงพิจารณาวา่  สําหรับ a, b  A  มีสมบบตัิวา่  a  b = b  a  หรือไม ่

 

 

 

 

(4) จงพิจารณาวา่  เซต  A มีเอกลกัษณ์ภายใต้    หรือไม ่

 

 

 

 

(5)  จงหาอินเวอร์สภายใต้   ของสมาชิกแตล่ะในเซต  A 
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4. จงหาอินเวอร์สของ   5  ภายใต้การ    ซึ�งนิยาม   a  b = a + b + 2ab  เมื�อ  a, b   

 

 

 

 

 

 

5. กําหนดให้  a, b    และนิยาม   a  b = 
a b

2


    

 จงพิจารณาข้อใดตอ่ไปนี �เป็นจริงหรือเป็นเทจ็ 

(1) a  b = b  a 

 

 

 

 

 

(2) (a  b)  c = a  (b  c) 

 

 

 

 

 

(3) เซตของจํานวนจริงมีสมบตัปิิดภายใต้   

 

 

 

(4) เซตของจํานวนจริงมีเอกลกัษณ์ภายใต้   

 

 

 

(5) ในเซตของจํานวนจริงและ    6 มีอินเวอร์ส 
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4. ทฤษฎบีทพื �นฐานในระบบจาํนวนจริง 
 จากหวัข้อ 2.1 และ 2.2 ได้กลา่วถึง สมบตัิของการเท่ากนั และสมบตัิของจํานวนจริงกบั

การบวกและการคณูไปแล้ว   ยงัมีสมบตัิเพิ�มเติมเป็นทฤษฎีบทตามมาที�จะกลา่วตอ่ไปนี � 

 

ทฤษฎีบท 4.1(สมบตัิการตดัออกของการบวก)  กําหนดให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริงใดๆ 

    (1) ถ้า   a + c =  b + c  แล้ว  a = b  

    (2) ถ้า   c + a =  c + b  แล้ว  a = b 
  

 พสูิจน์  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบท 4.2 (สมบตัิการตดัออกของการคณู)  กําหนดให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริงใดๆ 

    (1) ถ้า   ac =  bc  แล้ว  a = b  

    (2) ถ้า   ca =  cb  แล้ว  a = b 
 

พสูิจน์  
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ทฤษฎีบท 4.3 (สมบตัิการคณูด้วย 0)  กําหนดให้  a  เป็นจํานวนจริงใดๆ   จะได้ 

              a0  =  0a  = 0   
 

 พสูิจน์  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบท 4.4 (สมบตัิการคณูด้วย –1)  กําหนดให้  a  เป็นจํานวนจริงใดๆ   จะได้ 

     a(–1)  =  (–1)a  = –a   
 

 พสูิจน์ 
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       ทฤษฎีบท 4.5 (สมบตัิการคณูแล้วได้ผลคณูเป็น 0)  กําหนดให้  a  และ b เป็นจํานวนจริงใดๆ   

     ถ้า   ab = 0   แล้ว   a = 0  หรือ   b = 0 
 

 พสูิจน์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        ทฤษฎีบท 4.6 กําหนดให้   a  เป็นจํานวนจริงใดๆ 

       ถ้า   a ≠ 0  แล้ว   1a  ≠ 0 
 

  พสูิจน์ 
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        ทฤษฎีบท 4.7 (สมบตัิของอินเวอร์สของอินเวอร์ส)  กําหนดให้  a เป็นจํานวนจริงใดๆ จะได้วา่ 

(1)  –(–a) = a 

(2)  1 1(a )   = a  เมื�อ  a ≠ 0 
 

  พสูิจน์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        ทฤษฎีบท 4.8 กําหนดให้   a และ b  เป็นจํานวนจริงใดๆที�  a ≠ 0 และ b ≠ 0  จะได้วา่ 

       1 1 1 1 1(ab) b a a b       
 

  พสูิจน์ 
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        ทฤษฎีบท 4.9 กําหนดให้   a  และ  b   เป็นจํานวนจริงใดๆ  จะได้วา่ 

(1)   (–a)b = –ab 

(2)   a(–b) = –ab 

(3)   (–a)(–b) = ab 
 

  พสูิจน์ 
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แบบฝึกหัดที� 4 

 

1. กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ  จงพิสจูน ์  

 ถ้า  a + b = a   แล้ว  b = 0 

  

 

 

 

 

2. กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ  จงพิสจูน ์ 

 ถ้า  a + b = 0   แล้ว  a = –b 

 

 

 

 

 

 

3. กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ  จงพิสจูน ์  

 ถ้า  ab = a   แล้ว  b = 1 

 

 

 

 

 

 

4. กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ  จงพิสจูน ์  

 ถ้า  ab = 1   แล้ว  b = 1a  
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5. กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ  จงพิสจูน ์  

 ถ้า  a  ≠ 0  และ  b ≠  0   แล้ว  ab ≠  0 

 

 

 

 

 

 

6. จงพิสจูน์ 

 (1) –0 = 0 

 (2) 11  = 1 

 (3) 1( 1) 1    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. วิธีทําตอ่ไปนี �ผิดที�ตําแหน่งใด 

  ถ้า      2 2a a    =   (a + a)(a – a) 

  ดงันั �น    a(a – a)   = (a + a)(a – a) 

      a = a + a  [สมบตัิการตดัออกของการคณู] 

  ดงันั �น   1a = 2a   [สมบตัิมีเอกลกัษณ์ของการคณู] 

     1 = 2   [สมบตัิการตดัออกของการคณู] 
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5. การลบและการหารจํานวนจริง 
 ในหวัข้อนี �เราจะให้ความหมายของการลบและการหาร ดงันิยามตอ่ไปนี �  
 

        นิยาม  การลบจาํนวนจริง  

             กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ 

                                         a – b = a + (–b)                (a บวกกบั อินเวอร์สของการบวกของ b)        
 

  ตวัอย่างเชน่    4 – 6  =  4 + (–6) 

 โดยอาศยัสมบตัิการบวกของจํานนจริง  จะได้สมบตัิการลบของจํานนจริง  ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี � 
 

         ทฤษฎีบท  5.1  (สมบตัิการแจกแจงของการลบ)  กําหนดให้  a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆ 

                          (1)   a(b – c)  =  ab – ac 

                          (2)   (a – b)c  =  ac – bc 

 พสูิจน์ (1) 

       
 

 

 

 

 

 

 

 
 

         ทฤษฎีบท  5.2  (สมบตัิการตดัออกของการลบ)  กําหนดให้  a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆ 

                          (1)   ถ้า  a – b = a – c  แล้ว  b = c 

                          (2)   ถ้า  a – c = b – c  แล้ว  a = b 

 พสูิจน์  (1) 
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        นิยาม  การหารจาํนวนจริง  

             กําหนดให้  a  และ  b เป็นจํานวนจริงใดๆ  โดยที�  b ≠ 0  

                                         1a
a(b )

b

                              (a คณูกบั อินเวอร์สของการคณูของ b)        
 

  ตวัอย่างเชน่    14 1
4(6 ) 4( )

6 6

     

 โดยอาศยัสมบตัิการคณูของจํานนจริง  จะได้สมบตักิารหารของจํานนจริง  ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี � 
 

         ทฤษฎีบท  5.3  กําหนดให้  a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆ โดยที�  b ≠ 0 และ c ≠ 0  จะได้ 

                                          a ac ca

b bc cb
         

 พสูิจน์ 

       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

         ทฤษฎีบท  5.4  กําหนดให้  a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆ โดยที�  b ≠ 0  จะได้ 

                               
a ca

c
b b

      
 

 พสูิจน์ 
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         ทฤษฎีบท 5.5  กําหนดให้  a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆ โดยที�  b ≠ 0  จะได้ 

                               
a a a

b b b


  


 

 พสูิจน์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         ทฤษฎีบท 5.6  กําหนดให้  a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆ โดยที�  b ≠ 0 และ c ≠ 0 จะได้ 

                               

a

b a

c bc

     
  

 พสูิจน์ 
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         ทฤษฎีบท 5.7  กําหนดให้ a, b, c และ  d เป็นจํานวนจริงใดๆโดยที�  b ≠ 0 และ d ≠ 0 จะได้ 

                               
a c ad bc

b d bd


   

 พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั 

 

         ทฤษฎีบท 5.8  กําหนดให้ a, b, c และ  d เป็นจํานวนจริงใดๆโดยที�  b ≠ 0 และ d ≠ 0 จะได้ 

                               
a c ad bc

b d bd


   

 พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั 
 

         ทฤษฎีบท 5.9  กําหนดให้ a, b, c และ  d เป็นจํานวนจริงใดๆโดยที�  b ≠ 0 และ d ≠ 0 จะได้ 

                               
a c ac

b d bd

                        
 

 พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั 
 

         ทฤษฎีบท 5.10  กําหนดให้ a  และ  b เป็นจํานวนจริงใดๆโดยที�  a ≠ 0 และ b ≠ 0 จะได้ 

                               

1
a b

b a

      
 

 พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั 
 

         ทฤษฎีบท 5.11  กําหนดให้ a, b, c และ  d เป็นจํานวนจริงใดๆ  โดยที�  b ≠ 0, c ≠ 0  และ  

                        d ≠ 0 จะได้ 

                               

a

b ad

bcc

d

     


     

 

 พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั 
 

         ทฤษฎีบท 5.12  กําหนดให้ a, b และ  c เป็นจํานวนจริงใดๆโดยที�  b ≠ 0 จะได้ 

                          (1)   ถ้า   a c
b
    แล้ว   a = bc 

                          (2)   ถ้า    a = bc แล้ว   a c
b
  

 พิสจูน์เป็นแบบฝึกหดั 
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แบบฝึกหัดที� 5 

 

1. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.1 ข้อ (2) 

 

 

 

 

 

2. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.2 ข้อ (2) 

 

 

 

 

3. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.7  

 

 

 

 

 

 

4. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.8 

 

 

 

 

 

 

 

5. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.9 
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6. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. จงพิสจูน์ทฤษฎีบท  5.12 
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6. สมการพหุนามตวัแปรเดยีว 

          สมการพหุนามตัวแปรเดียว   หมายถึง   สมการที�อยู่ในรูป 

                            n n 1
n n 1 1 0a x a x ... a x a 0

                          …………..(1) 

             เมื�อ    n n 1 n 2 1 0a , a , a ,..., a , a   เป็นจํานวนจริงซึ�งเป็นคา่คงตวั   

                  และ   x  เป็นตวัแปร  โดยที�  n  เป็นจํานวนเตม็บวกหรือศนูย์ 

 

เรียกจํานวนจริง   n n 1 n 2 1 0a , a , a ,..., a , a    วา่สัมประสิทธิ�ของสมการพหนุาม  (1) 

ถ้า  na ≠ 0   จะเรียกสมการ (1)  วา่  สมการพหนุามดีกรี n 

 

ตัวอย่าง 1 จงหาเซตคําตอบของสมการ   3 24x 3x 64x 48 0     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 จากตวัอย่างข้างต้น  เราแก้สมการข้างต้นด้วยการแยกตวัประกอบที�อาศยัสมบตัิการเปลี�ยน

กลุม่และแจกแจง  ซ่งสมการพหนุามบางสมการไมส่ามารถใช้ได้  เครื�องมือหนึ�งที�จะช่วยในการแยกตวั

ประกอบของสมการพหนุาม  คือทฤษฎีบทดงัตอ่ไปนี � 

 6.1 เครื�องมือช่วยในการแยกตวัประกอบสมการพหุนาม    
 ทฤษฎีบทที�จะกลา่วตอ่ไปนี �  เป็นเครื�องมือช่วยในการแยกตวัประกอบในสมการพหนุาม  โดยจะ

กลา่วถึงเพียงตวัทฤษฎีบทและละเว้นการพิสจูน์ไว้สําหรับผู้ที�สนใจ 
 

ทฤษฎีบท 6.1   ทฤษฎีบทเศษเหลือ(Remainder Theorem) 

                    กําหนดพหนุาม   n n 1
n n 1 1 0P(x) a x a x ... a x a

      

                            เมื�อ   n n 1 n 2 1 0a , a , a ,..., a , a      โดยที�  na ≠ 0   และ  n  + 

                            ถ้า   หาร   P(x)  ด้วย  x – c  เมื�อ  c     

                            แล้ว   เศษเหลือจากการหาร  P(x) ด้วย  x – c เท่ากบั  P(c) 
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ตัวอย่าง 2 กําหนด  P(x)  =  23x 2x 5    จงหาเศษเหลือจากการหาร  P(x)  ด้วย x + 1 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 3 กําหนดให้พหนุาม  P(x) = 3 23x x – ax + b เมื�อ a, b เป็นคา่คงตวั  

  ถ้าพหนุาม   x + 1 และ  x – 1  ตา่งก็หาร  P(x)  ลงตวั 

  จงหาเศษเหลือที�ได้จากการหาร P(x) ด้วย x – a – b  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบท 6.2   ทฤษฎีบทแยกตัวประกอบ (Factor Theorem) 

                    กําหนดพหนุาม   n n 1
n n 1 1 0P(x) a x a x ... a x a

      

                            เมื�อ   n n 1 n 2 1 0a , a , a ,..., a , a      โดยที�  na ≠ 0   และ  n  + 

                จะได้วา่  จะมีจํานวนจริง  c ซึ�งทําให้  (x – c)  เป็นตวัประกอบของ P(x)  

                ก็ตอ่เมื�อ   P(c) = 0   
  

ตัวอย่าง 4 กําหนดพหนุาม    P(x)  =  3 23x 4x +3x + 2 

  จงพิจารณาวา่  พหนุามที�กําหนดให้ตอ่ไปนี �เป็นตวัประกอบของ P(x)  หรือไม ่

  (1) x + 1     (2) x – 2 
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ตัวอย่าง 5 ถ้า   x – 2  เป็นตวัประกอบร่วมของพหนุาม  3 2x – ax 
a

4
x + 2b  และ   

   2x + ax – ab    จงหาคา่ของ   a + b 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบท 6.3   ทฤษฎีบทตัวประกอบจาํนวนตรรกยะ 

                          กําหนดพหนุาม   n n 1
n n 1 1 0P(x) a x a x ... a x a

      

                          เมื�อ   n n 1 n 2 1 0a , a , a ,..., a , a      โดยที�  na ≠ 0   และ  n  +   

                          จะได้วา่ 

                   x – 
k

m
  เป็นตวัประกอบของพหนุาม  P(x)   โดยที�  m, k  เป็นจํานวนเตม็       

               ซึ�ง  m  0  และ  ห.ร.ม. ของ  m และ k เท่ากบั  1    

           ก็ตอ่เมื�อ   m  จะเป็นตวัประกอบของ  na  ,  k  จะเป็นตวัประกอบของ  0a    

 

ตัวอย่าง 6 กําหนด  P(x) = 3 212x 16x 5x 3    

  จงหาพหนุาม  x – 
k

m
 ทั �งหมด  และจงพิจารณาวา่พหนุามใดเป็นตวัประกอบของ P(x) 
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อาจารย์รังสรรค์ ทองสกุนอก(อ.ปิ� ง) 

 6.2 การหารสังเคราะห์ (Synthetic Division)  
  เมื�อหารพหนุาม  P(x)  ด้วย  x – c  จะเกิดพหนุาม  จะพหนุาม  Q(x) และ P(c) ซึ�ง 

  P(x)  =  (x – c)Q(x) + P(c)   โดยที�  P(c)   

การหารสงัเคราะห์เป็นวิธีการหารพหนุาม ที�นําเฉพาะสมัประสิทธ์ของพหนุามมาพิจารณา มี

ขั �นตอนดงันี �ตวัอย่างนี � 
 

ตัวอย่าง 7 กําหนดพหนุาม   3 2P(x) 2x 5x 4x 3     

 (1) จงแสดงวา่  x – 3  เป็นตวัประกอบของ  P(x) 

 

 

 

 (2) จงหาผลหารของ  P(x)  ที�หารด้วย  x – 3 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 8 กําหนดพหนุาม   4 3P(x) 2x 3x x 5     

 (1) จงหาผลหารและเศษเหลือที�ได้จากการหาร   P(x)  ด้วย  x + 2 

 

 

 

 

 

 

 (2) จงหาผลหารและเศษเหลือที�ได้จากการหาร   P(x)  ด้วย  2x – 1 
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อาจารย์รังสรรค์ ทองสกุนอก(อ.ปิ� ง) 

   6.3 การแยกตวัประกอบของพหุนามโดยทฤษฎ ี6.1- 6.3  

  และใช้การหารสังเคราห์    

     กําหนดพหนุาม   n n 1
n n 1 1 0P(x) a x a x ... a x a

      

                      เมื�อ   n n 1 n 2 1 0a , a , a ,..., a , a      โดยที�  na ≠ 0   และ  n  +   

  โดยอาศยัทฤษฎีบท 5.1 – 5.3 และการหารสงัเคราะห์  มีขั �นตอนในการแยกตวั

ประกอบหพนุาม ดงันี � 

  ขั �นที�  1  :  หา  m  ซึ�งเป็นตวัประกอบของ  na  และหา  k  ซึ�งเป็นตวัประกอบของ  0a    

       ที�ทําให้    P(
k

m
) = 0    จะได้   x – 

k

m
    เป็นตวัประกอบ ของ  P(x) 

ขั �นที�  2  :   หาร P(x) ด้วย   x – 
k

m
  สมมติวา่ได้ผลหารเป็น Q(x) 

ขั �นที�  3  :   นําผลหาร Q(x)  ที�ได้จากขั �นที�  2  มาแยกตวัประกอบโดยทําขั �นที� 1 และ 

        ขั �นที� 2  ใหม ่ จนกวา่จะผลหารเป็นพหนุามดีกรีสอง ซึ�งสามารถแยกตวัประกอบ 

         ได้ง่ายๆ 

 ความรู้เดมิ  

 พหนุามกําลงัสอง  P(x) =  2ax bx c     โดยที�  a ≠ 0  จะได้วา่ 

(1) P(x)  แยกตวัประกอบได้ในระบบจํานวนจริง เมื�อ 2b 4ac 0   

(2) P(x)  แยกตวัประกอบไม่ได้ในระบบจํานวนจริง เมื�อ 2b 4ac 0   

 คา่  2b 4ac  เรียกวา่คา่ดิสคริมิแนนต(์discriminant)   
 

ตัวอย่าง 9 จงแยกตวัประกอบของพหนุาม   4 3 2x x 11x 9x 18     
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ตัวอย่าง 10  จงแยกตวัประกอบของพหนุามตอ่ไปนี � 

 (1)     3 23x 5x 8x 4      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 312x 16x 5x 3    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (3) 4 3 24x 4x 9x x 2     
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 6.4 การแก้สมการพหุนาม    
  ขั �นตอนการแก้สมการพหุนาม 

 ขั �นที� 1 :  จดัสมการพหนุาม (1) ให้มีด้านใดด้านหนึ�งของสมการเป็น  0 

 ขั �นที� 2 :  แยกตวัประกอบพหนุาม ที�ได้จากขั �นที�  1 

 ขั �นที� 3 :  หาคําตอบของสมการพหนุามโดยสมบตัิของจํานวนจริงที�วา่ 

         ถ้า   ab = 0   แล้ว   a = 0  หรือ   b = 0 
 

 สมบัติเกี�ยวกับสมการพหุนาม  

  กําหนดสมการพหนุามดีกรี  n   ดงันิยามหน้า  23   

   n n 1
n n 1 1 0a x a x ... a x a 0

        …… (a) 

(1) สมการจะมีจํานวนคําตอบที�เป็นจํานวนจริงอย่างมาก  n  คําตอบ 

(2) ถ้า  n  เป็นจํานวนคี�  จะได้วา่สมการมีจํานวนคําตอบที�เป็นจํานวนจริงเสมอ      *** 

(3)   ถ้าสมการ  (a) มี ส.ป.ส. เป็นจํานวนตรรกยะ 

 ถ้า  a + b   เมื�อ a, b     และ  b     เป็นคําตอบหนึ�งของสมการนี �   

 แล้ว  a – b  เป็นคําตอบของสมการนี �ด้วย         *** 
 

 ความสัมพันธ์ระหว่างคาํตอบของสมการของพหุนาม *** 

 (1) สมการพหนุามดกีรีสอง  2
ax bx c 0    , a ≠ 0 จะได้ 

2b b 4ac
x

2a

  
  

  สมการมีคําตอบในระบบจํานวนจริง เมื�อ 2b 4ac 0   

 สมการไม่มีคําตอบในระบบจํานวนจริง เมื�อ 2b 4ac 0   

  จะม ี ผลบวกของคาํตอบ    =  
b

a


    ผลคูณของคาํตอบ     =  

c

a
 

 

 (2) สมการพหนุามดกีรีสาม   3 2
ax bx cx d 0      ,  a ≠ 0 

  จะม ี ผลบวกของคาํตอบ     =  
b

a


   ผลคูณของคาํตอบ      =  

d

a
  

   ผลบวกของผลคูณทีละ  2 ราก   =  
c

a
  

 

 (3) สมการพหนุามดกีรี  n   
n n 1 n 2

n n 1 n 2 1 0a x a x a x ... a x a 
       = 0 

  จะม ี ผลคูณของคาํตอบ   = ± 0

n

a

a
  (เป็น + เมื�อ n เป็นคู ่, เป็น –  เมื�อ  n เป็นคี�) 

   ผลบวกของคาํตอบ   = n 1

n

a

a
     

 

หมายเหตุ  ผลบวกและผลคณูของคําตอบ  ได้จากคําตอบทกุตวัทั �งที�ซํ �าและไมซํ่ �ากนัด้วย 
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ตัวอย่าง 11 จงหาเซตคําตอบของสมการพหนุามแตล่ะข้อตอ่ไปนี �    

 (1) 4 3 24x 4x 9x x 2     = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 4 3 26x x 16x 11x 2     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (3) 3 26x 6x 11x 1    
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ตัวอย่าง 12    ให้  a  เป็นจํานวนเตม็   ถ้า x – a  หาร  3 2x   2x   – 5x – 2   เหลือเศษ 4   

     จงหาผลบวกของคา่  a  ทั �งหมดที�สอดคล้องเงื�อนไขดงักลา่ว 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 13  (นําไปใช้กบัการแก้สมการติดกรณฑ)์  จงหาคําตอบของสมการตอ่ไปนี �   

 (1) 2x 3 x 7 2 0        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 3x 4 x 6 2x 2      
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แบบฝึกหัดที� 6 

 

1. กําหนด  P(x)  และ  c  ดงัตอ่ไปนี �   จงหาเศษเมื�อหาร  P(x)  ด้วย  x – c 

 (1) P(x)  = 3 2x 2x – 4x + 5    (2) P(x)  = 3 2–x 6x + 6x – 3 

  c = 2      c = –2 

  

 

   

 (3) P(x)  = 4 3x  – 13x + 6    (4) P(x) = 4 3 22x – 5x – x + 3x + 1  

  c = –1      c = 
1

2
 

 

 

 

 

2. จงใช้การหารสงัเคราะห์หาผลหารและเศษเหลือจากการหารในแตล่ะข้อ 

 (1) ( 2x  – 5x + 4)  (x – 1)  (2) ( 3x  + 2 2x  – 7x + 3)  (x + 2) 

 

 

 

 

 

 (3) ( 3x  – 3x + 6)  (x + 3)  (4) ( 3x  + 4 2x  – 25x – 98)  (x – 5) 

 

 

 

 

 

 (5) ( 36x – 14 2x  + 16x + 8)  (3x – 1) 
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3. จงหาคา่  t  ที�ทําให้ข้อความตอ่ไปนี �นี �เป็นจริง  

 (1)  x – 3 หาร 3x – 4 2x  – x + t  ลงตวั  

 

 

 

 (2)  x – 2  หาร   2 3x  + t 2x  – 3x + 4t  ลงตวั 

 

 

 

 (3)  x + 1 หาร  5 32x – x – 3 2x  + t  เหลือเศษ 4  

  

 

 

 (4)  x + t  หาร  2x  + 5x – 2  เหลือเศษ – 8 

 

 

 

 (5) 2x  – 1  เป็นตวัประกอบของ  4 3x tx – 5 2x  + 3x + 4 

 

 

 

 

 

4. จงแยกตวัประกอบของพหนุามตอ่ไปนี � 

 (1) 3 2x x 8x 12      (2) 4 2x 5x 4   
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 (3) 3 22x 5x 4x 3      (4) 3 23x 10x 9x 2    

 

 

 

 

 

 

 

 (5) 3 26x 43x 27x 70     (6) 4 3 2x 10x 35x 50x 24     

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) 5 4 3 2x 3x 2x 2x 3x 1      (8) 4 3 2x 2x 13x 14x 24     

 

 

 

 

 

 

 

 

 (9) 3 28x 46x 67x 21     (10) 5 4 3 2x 5x 10x 10x 5x 1      
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5. จงหาเซตคําตอบของสมการพหนุามตอ่ไปนี � 

 (1) 22x 9x 10 0      (2) 3 22x 7x 3x 0    

 

 

 

 

 

 

 (3) 3 22x 3x 7x 6 0      (4) 3 2x x 5x 3 0     

 

 

 

 

 

 

 

 (5) 4 3 2x x 7x 14x 24      (6) 4 3 29x 3x 34x 12x 8 0      

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) 5 3 2x x 2x 12x 8     (8) 5 4 3 2x x 9x 5x 16x 12 0       
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6.   ให้ p เป็นจํานวนเฉพาะบวก  และ m, n เป็นจํานวนเตม็   

      ถ้า  x + 3  หาร  3 2x mx + nx + p  ลงตวั  และ  x – 1  หาร 3 2x mx + nx + p  

 เหลือเศษ 4   จงหาคา่  m และ n 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.   กําหนด p(x) = 6 3x ax – x + b  โดยที�  a, b เป็นจํานวนจริง   

 ถ้า  x – 1 หาร  p(x) เหลือเศษ –1  และ x + 1 หาร p(x) เหลือเศษ 1 แล้ว x หาร p(x)  

 จะเหลือเศษเท่าใด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. ถ้า  k และ  m  เป็นจํานวนจริงที�ทําให้   x + 2  เป็นตวัประกอบของ 3 2
x kx 2x 7m    

 และ  x – 1 เป็นตวัประกอบของ  3 2
x 3x kx 1    แล้ว  k + m มีคา่เท่าใด 
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9. กําหนดให้ P(x) = 3 2x ax + bx + 2 โดยที� a และ b เป็นจํานวนจริง  

 ถ้า x – 1 และ x + 3 ตา่งหาร P(x) แล้วเหลือเศษ 5 ดงันั �น a + 2b มีคา่เท่าใด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. ถ้าเศษที�ได้จากการหารพหนุาม  p(x) ด้วย  x – 1 และ  x – 2  คือ  2 และ  1 ตามลําดบัแล้ว  

จงหาเศษที�เหลือจากการหาร  p(x)  ด้วย  2x 3x 2   

 

 

 

 

 

 

 

 

11. ให้ a และ b เป็นจํานวนจริงที�ทําให้ 2x + ax + b หาร 3 2x – 3x + 5x + 7 มีเศษเหลือ

เท่ากบั 10   จงหาคา่ของคา่ของ a + b  
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7. การไม่เท่ากันของจํานวนจริง (Inequality) 
 

 สมบัติของจาํนวนจริง(เพิ�มจากหน้า 4 หัวข้อ 3) 
   

       ในเซตของจํานวนจริง  มีเซต      ที�มีสมบตัเิพิ�มจากหวัข้อ 2.2 (หน้า 4)  อีกดงันี � 

(1)  0    และ  ถ้า  a  เป็นจํานวนจริงที� a ≠ 0 แล้ว  a     หรือ   –a       

        เพียงอย่างหนึ�งอย่างใดเท่านั �น  

       (2)   ถ้า  a, b     แล้ว  a + b    

       (3)   ถ้า  a, b     แล้ว  ab    

 

        บทนิยาม   ให้  a  เป็นจํานวนจริง 

                    ถ้า   a  = 0    เรียก  a   วา่จํานวนจริงศนูย์ 

                     ถ้า  a     เรียก   a  วา่จํานวนจริงบวก 

                            ถ้า  –a     เรียก   a  วา่จํานวนจริงลบ 

         

 จากสมบตัิของเซตจํานวนจริงบวกในตารางข้างต้น  เป็นการอธิบายสมบตัิบางประการของ

ระบบจํานวนจริงบวก  ซึ�งเป็นสว่นหนึ�งของระบบจํานวนจริง  ทั �งนี �เพื�อจะนําไปใช้อธิบายเกี�ยวกบัสมบตัิ

การไมเ่ท่ากนัของจํานวนวจริง  ดงันี � 

 เพื�อความสะดวกในการกลา่วถงึ ความสมัพนัธ์ระหวา่งจํานวนจริง  a และ b  จึงกําหนดใช้

สญัลกัษณ์ที�จะใช้แทนความหมาย 

                  a  เท่ากบั  b  ใช้สญัลกัษณ์   a = b  

  a  น้อยกวา่  b  หรือ   b  มากกวา่  a   ใช้สญัลกัษณ์  a < b 

  a  มากกวา่  b  หรือ   b  น้อยกวา่  a   ใช้สญัลกัษณ์  a < b 

 และถ้าเขียน  a < b < c   หมายถึง   a < b  และ   b < c 

  

        บทนิยาม   ให้  a , b เป็นจํานวนจริง 

                     a  =  b   หมายถึง   a – b = 0 

                      a  <  b   หมายถงึ   b – a    

                              a  >  b   หมายถึง   a – b    
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สมบัติของจาํนวนจริงด้านการมีอันดับ (Ordering Properties) 
 

        สมบัติไตรวภิาค (Trichotomy Property) 

              ถ้า  a  และ  b  เป็นจํานวนจริงใดๆ  แล้ว  a = b  หรือ   a < b  หรือ  b > a  

                   จะเป็นจริงเพียงอย่างหนึ�งอย่างใดเท่านั �น 

 

 สมบัตขิองการไม่เท่ากัน 
 จากสมบตัิข้างต้นทําให้เกิดสมบตัิของการไมเ่ท่ากนัของจํานวนจริง  สําหรับกรณีที�  a = b  ได้

กลา่วไปแล้ว  ตอ่ไปจะกลา่วถึงเฉพาะกรณีที�  a < b  และ  b > a   ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี � 

 
 

       ทฤษฎีบท 7.1  (สมบตัิของจํานวนจริงเมื�อเปรียบเทียบกบั 0) กําหนดให้  a เป็นจํานวนจริง    

                                   จะได้วา่ 

(1)   a  เป็นจํานวนจริงบวก  กต็อ่เมื�อ  a > 0 

(2)   a  เป็นจํานวนจริงลบ    ก็ตอ่เมื�อ  a < 0 
 

 พสูิจน์  (1) 

 

 

 

 

 

 

 
 

       ทฤษฎีบท 7.2  กําหนดให้  a และ b เป็นจํานวนจริง  จะได้วา่ 

(1)   a > b    ก็ตอ่เมื�อ  a – b > 0 

(2)   a < b    ก็ตอ่เมื�อ  b – a < 0 
 

 พสูิจน์  (1) 
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       ทฤษฎีบท 7.3  กําหนดให้  a และ b เป็นจํานวนจริง  จะได้วา่ 

                         (1)   ถ้า  a > 0 และ b > 0 แล้ว  ab > 0 

                         (2)   ถ้า  a < 0 และ b < 0 แล้ว  ab > 0 

                         (3)   ถ้า  a > 0 และ b < 0 แล้ว  ab < 0 

                         (4)   ถ้า  a < 0 และ b > 0 แล้ว  ab < 0 
 

 พสูิจน์  (1) 

 

 

 

 

 
 

       ทฤษฎีบท 7.4  กําหนดให้  a และ b เป็นจํานวนจริง  จะได้วา่ 

                         (1)   ถ้า  ab > 0 แล้ว  (a > 0 และ b > 0)  หรือ  (a < 0 และ b < 0) 

                         (2)   ถ้า  ab < 0 แล้ว  (a > 0 และ b < 0)  หรือ  (a < 0 และ b > 0) 
 

 พสูิจน์  (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

       ทฤษฎีบท 7.5  (สมบตัิเกี�ยวกบัอินเวอร์สการบวก)   กําหนดให้  a เป็นจํานวนจริง   จะได้วา่ 

(1)   ถ้า   a > 0  แล้ว  –a  < 0                                

(2)   ถ้า   a < 0  แล้ว  –a  > 0                                
 

 พสูิจน์  (1) 
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       ทฤษฎีบท 7.6  (สมบตัิเกี�ยวกบัอินเวอร์สการคณู)   กําหนดให้  a เป็นจํานวนจริง   จะได้วา่ 

(1)   ถ้า   a > 0  แล้ว  1
a

  > 0                                

(2)   ถ้า   a < 0  แล้ว  1
a

  < 0                                 [ 11
a

a

 ] 

 

 พสูิจน์  (1) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       ทฤษฎีบท 7.7 (สมบตัิการถ่ายทอด)  ให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริง  จะได้วา่ 

                          ถ้า   a < b   และ   b < c  แล้ว   a < c 
 

 พสูิจน์ 

 

 

 

 

 

 

       ทฤษฎีบท 7.8 (สมบตัิการบวกด้วยจํานวนเท่ากนั) ให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริง จะได้วา่ 

                          ถ้า   a < b   แล้ว   a + c  < b + c 
 

 พสูิจน์ 

 

 

 

 

 

       ทฤษฎีบท 7.9 (สมบตัิการตดัออกของการบวก) ให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริง จะได้วา่ 

                          ถ้า   a + c < b + c   แล้ว   a < b  
 

 พสูิจน์ 
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       ทฤษฎีบท 7.10 (สมบตัิการคณูด้วยจํานวนเท่ากนั) ให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริง จะได้วา่ 

                          (1)   ถ้า   a < b  และ  c > 0 แล้ว   ac < bc 

                          (2)   ถ้า   a < b  และ  c < 0 แล้ว   ac > bc 
 

 พสูิจน์ (1) 

 

 

 

 

 

 

       ทฤษฎีบท 7.11 (สมบตัิการตดัออกของคณู) ให้  a, b และ c เป็นจํานวนจริง จะได้วา่ 

                          (1)   ถ้า   ac < bc  และ  c > 0 แล้ว   a < b 

                          (2)   ถ้า   ac < bc  และ  c < 0 แล้ว   a > b 
 

 พสูิจน์  (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

       ทฤษฎีบท 7.12 (สมบตัิการไมเ่ท่ากนัของอินเวอร์ส)  ให้  a และ b เป็นจํานวนจริง  

                                   จะได้วา่ 

                          (1)   ถ้า  a < b แล้ว   –a > –b  

                          (2)   ถ้า  a < b และ  ab < 0  แล้ว  1 1

a b
             [ 1 11 1

a , b
a b

   ] 

 

 พสูิจน์  (2) 
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       ทฤษฎีบท 7.13 (สมบตัิการบวก การลบ  การคณู  และการหารของการไมเ่ท่ากนั)    

                                   ให้  a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง  จะได้วา่ 

                                   (1)   ถ้า   a < b  และ  c < d   แล้ว   a + c < b + d 

                          (2)  ถ้า   a < b  และ  c < d   แล้ว   a – d < b – c  

                          (3)  ถ้า   0 < a < b   และ  0 < c < d    แล้ว    ac < bd 

                          (4)  ถ้า   a < b < 0   และ   c < d < 0   แล้ว    ac > bd 

                          (5)  ถ้า   0 < a < b   และ  0 < c < d    แล้ว    a b

d c
  

                          (6)  ถ้า   a < b < 0   และ   c < d < 0    แล้ว     a b

d c
  

 

 พสูิจน์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      บทนิยาม   กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริง 

(1) a  ≤ b  หมายถึง  a < b  หรือ  a = b  (a ไมม่ากกวา่ b) 

(2) a  ≥ b  หมายถึง  a > b  หรือ  a = b  (a ไมน้่อยกวา่ b)   

 

       บทนิยาม    (การไมเ่ท่ากนัตอ่เนื�อง)  กําหนดให้  a, b และ  c  เป็นจํานวนจริง 

                           (1)    a < b < c  หมายถึง   a < b  และ  b < c 

                    (2)    a < b ≤ c   หมายถึง  a < b  และ  b ≤  c 

                    (3)    a ≤ b < c  หมายถงึ   a ≤ b  และ  b < c 

                    (4)    a ≤ b ≤ c   หมายถึง  a ≤ b  และ  b ≤  c 
 

 ทฤษฎีบทตอ่ไปจะกลา่วถึงเซตของจํานวนจริง  มคีวามหนาแน่น(dense)มาก กลา่วคือ 

ระหวา่งจํานวนจริงสองจํานวนใดๆ  ที�ไมเ่ท่ากนัจะต้องมีจํานวนจริงที�อยู่ระหวา่งสองจํานวนนั �นเสมอ 

ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี � 
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         ทฤษฎีบท 7.14  ถ้า  a  และ  b  เป็นจํานวนจริง  และ  a < b  แล้ว  

                                      จะมีจํานวนจริง  c ซึ�ง   a < c < b 

 

         ทฤษฎีบท 7.15  ถ้า  a  และ  b เป็นจํานวนจริง และ  a < b   

                            แล้ว จะมีจํานวนตรรกยะ  c ซึ�ง  a < c < b 

 

 ตอ่ไปเป็นตวัอย่างโจทย์เกี�ยวกบัความไมเ่ท่ากนัของจํานวนจริง  โดยอาศยั ทฤษฎีทั �งหมดที�

กลา่วไปแล้วทั �งหมด มาเป็นเหตกุารณ์พิจารณาและนําไปใช้ 

 

ตัวอย่าง 1 จงพิจาณาวา่ข้อใดตอ่ไปนี �เป็นจริงหรือเป็นเทจ็   

 (1) ถ้า   a > 0  แล้ว  2a a  

 

 (2) ถ้า   a < b  แล้ว  2 2a b  

 

 (3) ถ้า   a ≠ 0  และ  b ≠ 0  และ  a < b  แล้ว  1 1

a b
  

 

 (4) ถ้า   0 < a < b  แล้ว  2a ab  

 

 (5) ถ้า  a < b  แล้ว  a b  

 

 (6) ถ้า  a < b  และ  c < d  แล้ว   a – c < b – d 

 

 (7) ถ้า  0 < a < b และ   c < d < 0  แล้ว  ac < bd 

 

 (8) ถ้า  a < 0 < b  แล้ว   2 2ab a b  

 

 (9) ถ้า  2 2a b   แล้ว   a ≥  b 

 

 (10) ถ้า  ab <  cd  แล้ว  a < c และ  b < d 
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 (11) ถ้า  (a – c)(b – d) > 0  แล้ว  a < c และ b < d 

 

 (12) ถ้า  a < 0 และ  a < b  แล้ว  1 1

a b
  

 

 (13) ถ้า   ac < bc  และ c > 0 แล้ว   2 2a b  

 

 (14) ถ้า 0 < a < b และ c < d < 0  แล้ว  2 2(a d) (b c)    

 

 (15) ถ้า  x > 0  แล้ว   n n  1x x   เมื�อ  n  + 

  

 

 

ตัวอย่าง 2 กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริง  โดยที�  a ≠ b   

  จงพิสจูน์วา่  2 2a b 2ab   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 3 กําหนดให้  a เป็นจํานวนจริง  โดยที�  a > 0   

  จงพิสจูน์วา่  1
a

a
  > 2 
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ตัวอย่าง 4 กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริง  โดยที�  0 < a , 0 < b  และ a ≠ b   

  จงพิสจูน์วา่  
2 2

a b 1 1

a bb a
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 5 กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริง  โดยที�  a > 0  และ b > 0   

                   จงพิสจูน์วา่  a b
2

b a
   

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 6  

 (1) ถ้า   2 < x < 5  และ –1 < y < 3  จงหาคา่ของ  2x y  

 

 

 

 

 (2) ถ้า  – 5 ≤ x ≤ –2  และ  –8 ≤ y ≤ –3  จงหาคา่  xy + 2y  
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แบบฝึกหัดที� 7 
 

1.   กําหนดให้  a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง   จงพิจารณาวา่ข้อใดตอ่ไปนี �  เป็นจริง หรือ เป็นเทจ็ 

 (1) 1  เป็นจํานวนเตม็บวกที�มีคา่น้อยที�สดุ (2) –1 เป็นจํานวนเตม็ลบที�มีคา่มากที�สดุ 

 (3) ถ้า  a > 0 แล้ว  1a > 0  (4) ถ้า  a < b < 0  แล้ว  1 1

a b
  

 

 (5) ถ้า  a < b  แล้ว  a – c < b – c (6) ถ้า  a < b  แล้ว  c – a < c – b 

 

 (7) ถ้า  a ≥ 0   แล้ว  –a ≤ 0   (8) ถ้า  a ≤ 0  แล้ว  –a ≥ 0 

 

 (9) ถ้า  1 1
0

a b
    แล้ว  a > b  (10) ถ้า  ab < 0  แล้ว   a

0
b
  

 

 (11) ถ้า  20 a a     แล้ว   1
1

a
   (12)  ถ้า   0< ab < 1  แล้ว  1

a 1
b

   

 

 (13) ถ้า  a < b < c  แล้ว  (b – a)(c – b) > 0 

 

 (14) ถ้า  a < b < c  แล้ว  (b – a) + (c – b) > 0 

 

 (15) ถ้า  a > b  และ  c > d  แล้ว   a + c > b + d 

 

 (16) ถ้า  a > b  และ  c > d  แล้ว   a – c > b – d 

 

 (17) ถ้า  a > b > 0  และ  c > d > 0  แล้ว   ac > bd 

 

 (18) ถ้า  a > b > 0  และ  c > d > 0  แล้ว   a b

c d
  

 

 (19) ถ้า  a และ b เป็นจํานวนตรรกยะแล้ว  จะมจํีานวนจริง c ซึ�ง  a < c < b  

 

 (20) ถ้า  a และ b เป็นจํานวนอตรรกยะแล้ว  จะมีจํานวนจริง c ซึ�ง  a < c < b  
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2. กําหนดให้  a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง   จงพิสจูน์ข้อความตอ่ไปนี � 

 (1) ถ้า  a < 0  แล้ว  1 a 2
a
   

 

 

 

 

 

 

 (2) ถ้า  a < b  แล้ว  3 3a b  

 

 

 

 

 

 

 (3) ถ้า  a ≠ 0 และ  b ≠ 0  แล้ว  
2(a b)

ab
2


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 (4) ถ้า  a < b  แล้ว  a b
a b

2
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 (5) ถ้า  a ≠ b  แล้ว  4 4 3 3a b a b ab    

 

 

 

 

 

 

 

 (6) ถ้า  2 2a b 1   และ 2 2c d 1    แล้ว  ab + cd ≥ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) 2 2 2a b c ab ac bc      

 

 

 

 

 

 

 

3. กําหนดให้  a, b เป็นจํานวนจริง และ a > b จงตรวจสอบวา่วิธีทําที�แสดงตอ่ไปนี �ไมถ่กูต้อง 

  ที�ขั �นตอนใด  จึงทําให้ผลสรุปสดุท้ายไมเ่ป็นความจริง 

  วธีิทาํ    a  >  b     ………… (1) 

         a(b – a)  >  b(b – a)    ………… (2) 

         ab – 2a   >  2b  – ab    ………… (3) 

                0    >  2 2a 2ab b     ………… (4) 

          0    >  2(a b)     ………… (5) 

  ดงันั �น  ถ้า  a > b  แล้ว    0 > 2(a b)   ซึ�งไมเ่ป็นความจริง 
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4. กําหนดให้  0 < a < 1  จงตรวจสอบวา่วิธีทําที�แสดงตอ่ไปนี �ไมถ่กูต้อง 

  ที�ขั �นตอนใด  จึงทําให้ผลสรุปสดุท้ายไมเ่ป็นความจริง 

  วธีิทาํ    2a   <  a     ………… (1) 

     2a  – 1    <  a – 1    ………… (2) 

    (a – 1)(a + 1)  <  a – 1    ………… (3) 

         a + 1  <  1     ………… (4) 

         a  <  0     ………… (5) 

  ซึ�งขดัแย้งกบัที�กําหนดให้   0 < a < 1 

 

 

3.   จงหาคําตอบ 

1.   ถ้า   2 < x < 5  และ  –7 < y < –3   จงหา  xy – y2   

 

 

 

 

2.   ถ้า  3 < x < 5 และ –7 < y < 4         จงหา xy2 

 

 

 

 

*4. กําหนดให้ a, b, c เป็นจํานวนเตม็บวก  และ 

  นิยาม a Δ b = c   เมื�อ   c  คือ  จํานวนเตม็บวกที�มากที�สดุ  โดยที� 2ab  c2   

 จงหาผลตา่งของ (5 Δ 7) Δ 9 และ (4 Δ 6) Δ 11   
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8.  ช่วงและการแก้อสมการ   
 ถ้าลากเส้นตรงเส้นหนึ�ง  แล้วเลือกจดุหนึ�งให้เป็นจดุ 0 แทนจํานวนศนูย์ เลือกหน่วยความยาว 

  ให้จดุทางขวาของ  0 เท่ากบั  1, 2, 3, … หน่วย  แทนจํานวน  1, 2, 3, …   ตามลําดบั   

  ให้จดุทางซ้ายของ  0 เท่ากบั  1, 2, 3, … หน่วย  แทนจํานวน  –1, –2, –3, …   ตามลําดบั  

 

 

 

  เราสามารถแสดงได้วา่จํานวนจริงทกุจํานวนจะมีจดุบนเส้นตรงนี � จบัคูก่นัเพียงจดุเดยีว(one to 

one)  เส้นตรงนี �เรียกวา่เส้นจํานวนจริง (real line)  และเนื�องจากมีสบัเซตของจํานวนจริงบางเซต

เป็นเซตอนนัตซ์ึ�งไมส่ามารถแจกแจงสมาชิกได้  เพื�อความสะดวกจึงกําหนดสญัลกัษณ์แทนสบัเซตของ

จํานวนจริงดงักลา่ว ซึ�งเรียกวา่  “ช่วง”  ซึ�งมี  2 ชนิด  คือ  ช่วงจํากดั  และ  ช่วงอนนัต ์
 

 

      บทนิยาม   ช่วง(Interval) 

                    ช่วงจาํกัด(finite interval)      

       ให้ a, b เป็นจํานวนจริง  โดยที�   a < b   ช่วงจํากดัมี 4 แบบดงันี � 

                (1)  ช่วงปิด [a, b]   หมายถึง   {x | a  x  b} 

                  (2)  ช่วงเปิด (a, b)  หมายถึง   {x | a < x < b} 

                  (3)  ช่วงครึ�งเปิด [a, b)  หมายถึง  {x | a  x < b} 

                  (4)  ช่วงครึ�งเปิด (a, b]  หมายถึง  {x | a < x  b} 

 

         ช่วงอนันต์(infinite interval)    

          ให้ a   เป็นจํานวนจริง  ช่วงอนนัต์มี 5 แบบดงันี � 

                         (1)   ช่วง   (a, )   หมายถึง  {x | x > a}   

                         (2)   ช่วง   [a, )   หมายถึง  {x | x  a} 

       (3)   ช่วง  (–, a)  หมายถึง  {x | x < a}   

             (4)   ช่วง   (–, a]  หมายถึง  {x | x  a} 

          (5)   ช่วง   (– , )  หมายถึง  {x | x  } 

         –3    –2     –1      0       1   2 3

    

a b 

a b 

a b 

a b 

a 

a 

a 

a 
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ตัวอย่าง 1 จงใช้เส้นจํานวนแสดงลกัษณะของเซตจํานวนจริงตอ่ไปนี � 

(1) (–, 4)]  (7 , )   

 

 

(2) (–, 2)  [1 , 6) 

 

 

(3) (–2, 3] – [0, )    

 

 

(4) [4, 8] – (–1, 5] 

 

 

 

 

ตัวย่าง 2 กําหนดให้  A = [–2, 4) , B = (–, 1] และ C = (0 , 5] 

  (1) (A  B)  C 

 

 

 

  (2) A  (B – C) 

 

 

 

 

  (3) (A  B) – C 

 

 

 

 

  (4) (A  B)  C  
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 อสมการ(Inequality) 

 จากสมบตัิของจํานวนจริงด้านการมีอนัดบัที�ได้กลา่วไปแล้ว  สามารถนําไปใช้กบัการแก้ปัญหาที�

ได้กลา่วถึงการไมเ่ท่ากนัของจํานวนจริงซึ�งเรียกวา่การแก้อสมการ 
 

        บทนิยาม   อสมการในตวัแปร x  หมายถึงประโยคที�มีตวัแปร  x  ที�วา่ด้วยการไมเ่ท่ากนั 
 

 เช่น    2x + 1 < 0   เป็นอสมการในตวัแปร  x 

  3y 1   ≥  0  เป็นอสมการในตวัแปน  y 

 

         บทนิยาม   คําตอบของอสมการในตวัแปร  x  หมายถึง   

                            สมาชิก a ในเอกภาพสมัพทัธ์       ที�แทนคา่  x  แล้วทําให้อสมการเป็นจริง 

 

 การแก้อสมการ 
1. การแก้อสมการกําลงัหนึ�ง  ทําเช่นเดียวกบัการแก้สมการ  แตต้่องระวงัการคณูหรือการ

หารทั �งสองข้างของอสมการด้วยจํานวนจริงลบ เพราะจะสง่ผลตอ่เครื�องหมายอสมการ 

2. การแก้อสมการกําลงัตั �งแตส่องขึ �นไป  มีขั �นตอนดงันี � 

ขั �นที� 1 : จดัข้างใดข้างหนึ�งของอสมการให้เป็นศนูย์ 

ขั �นที� 2 : แยกตวัประกอบพหนุาม โดยให้ตวัประกอบพหนุามทั �งหมดเป็นพหนุามเฉพาะ 

  ขั �นที� 3 : แก้สมการของตวัประกอบของพหนุามทั �งหมด 

  ขั �นที� 4 : เขียนเส้นจํานวนจริงแล้วกําหนดจดุบนเส้นจํานวนจริงด้วยคําตอบของสมการที� 

         ได้ในขั �นที� 3 ทั �งหมด จะทําให้เส้นจํานวนจริงถกูแบ่งออกเป็นช่วงย่อย 

  ขั �นที� 5 : เลือกจํานวนจริงที�อยูใ่นแตล่ะช่วงย่อย  ไปแทนคา่ในพหนุามของอสมการที�ได้ 

        ในขั �นที� 2 โดยที� 

 ถ้าคา่ที�ได้มากกวา่ 0   ให้ใสเ่ครื�องหมาย  +  ในช่วงย่อยนั �น 

 ถ้าคา่ที�ได้น้อยกวา่ 0   ให้ใสเ่ครื�องหมาย  –   ในช่วงย่อยนั �น 

 ขั �นที� 6 : เลือกช่วงย่อยที�เป็นคําตอบของอสมการ  โดยที� 

 ถ้าอสมการใน ขั �นที� 2 เป็นแบบ  “ …… < 0 ” หรือ  “ ........ ≤ 0 ”   

                                  เลือกช่วงที�เป็นเครื�องหมาย  –  

 ถ้าอสมการใน ขั �นที� 2 เป็นแบบ  “ …… > 0 ” หรือ  “ ........ ≥ 0 ”   

                                  เลือกช่วงที�เป็นเครื�องหมาย  +  

 ขั �นที� 7 : เขียนเซตคําตอบของอสมการ  โดยนําแตล่ะช่วงย่อยที�เลือกได้จากขั �นที� 6 มา 

                        ยเูนียนกนั 



ระบบจาํนวนจริง                                                                   54                                                 โรงเรียนนาคประสิทธิ�  

 

 การลดรูปอสมการ  

 เพื�อความสะดวกในการแก้อสมการ  มีการลดรูปอสมการ  3 ลกัษณะ  ดงันี � 

1. ถ้าตวัประกอบพหนุามที�แยกได้ เป็นบวกเสมอ  หรือ  เป็นลบเสมอ  ให้ตดัออกจาก

อสมการได้เลย  โดยถ้าพหนุามที�ตดัออกเป็นบวกเสมอ เครื�องหมายของอสมการ

ยงัคงเหมือนเดิม  แตถ้่าพหนุามที�ตดัออกเป็นลบเสมอ เครื�องหมายของอสมการ

เปลี�ยนเป็นตรงข้าม   

2. ถ้าตวัประกอบของพหนุามที�ซํ �ากนัเป็นจํานวนคี�  ให้ลดเป็นกําลงัหนึ�ง  

3. ถ้าตวัประกอบของพหนุามที�ซํ �ากนัเป็นจํานวนคู ่ ให้ลดเป็นกําลงัสอง 

  เมื�อลดรูปอสมการได้แล้วก็ดําเนินการในขั �นที� 3 ตอ่ไปเรื�อยๆ 

 

 ข้อควรที�ต้องสังเกตในการแก้อสมการ 

(1) ในขั �นที� (4) ต้องนําคําตอบของสมการตวัปะกอบพหนุามที�แยกได้ทั �งหมดไป 

          เขียนบนเส้นจํานวนจริงถึงแม้ที�ซํ �ากนับ้าง 

(2) เครื�องหมาย + และ –  สลบักนั แตข่วามือสดุไมจํ่าเป็นต้องเป็นบวกเสมอ   

(3) การใสเ่ครื�องหมายให้ใสเ่ครื�องหมายในช่วงย่อยทางขวามือก่อน  โดยพิจารณาจาก 

         ผลคณูของ ส.ป.ส. ของตวัแปรในตวัประกอบที�แยกได้ในขั �นที� 2 

(4)   การแก้อสมการไม่สามารถใช้การคูณไขว้ได้   ถ้าตวัที�คณูไขว้ไมไ่ด้มีคา่ 

         มากกวา่ 0 หรือน้อยกวา่ 0 เสมอ 

(5) ไมส่ามารถใช้การตดัพหนุามออกทั �งสองข้าง หรือตดัเศษสว่นได้ 

 

ตัวอย่าง 3    จงหาเซตคําตอบของอสมการตอ่ไปนี � 

 (1) 2x + 5 < 3x +1 (2) 2x 3x 4   > 0 

 

 

 

 

 

 

 (3)  (3 – x)(x + 2)  0    (4)  
2x 5

x 3




 ≤ 0 
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 (5)  (x 4+ 3) 14(x 4) 13(x 1) > 0 (6) 
24 2 13

15 5 10

(x 3) (x x 2)(x 1)
0

(x 1) (x 2) (x 2)

   


  
  

 

 

 

 

 

 

 (7) (2x – 1)(x + 2) ≥ 3    (8) 3x 7x 6 0    

 

 

 

 

 

 

 

 (9)  
x 1

x 2




 < 7     (10)  

1 2

x 1 3x 1


 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (11) 
3 2

x 1

x 5x x 5



  
  0   (12) 

3

3

x x 1

x 1

 


  1   
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*** ตัวอย่าง 4    จงหาเซตคําตอบของอสมการตอ่ไปนี � 

 (1) 2x 5 1      

 

 

 

 

 (2) 23x 6 4x 11x 3     

 

 

 

 

 

 (3) x 2 x 4    

 

 

 

 

 

 (4) x 2 x 4    

 

 

 

 

 

 

 

 (5) x 3 x 1    
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แบบฝึกหัดที� 8 
 

1. จงเขียนช่วงตอ่ไปนี �ในรูปเซตแบบเงื�อไข  พร้อมทั �งเขยีนแตล่ะช่วงด้วยกราฟบนเส้นจํานวน 

 (1) (2, 5) (2) [–3, 4] 

 

 (3) (–3, 7] (4) [–2, 4) 

 

 (5) (–, –1] (6)  (–3, ) 

 

2. จงเขียนช่วงแทนสบัเซตของจํานวนจริงในแตล่ะข้อตอ่ไปนี � 

 (1) { x | x > 4} (2) {x | 2  x  6} 

 

 (3) {x | –7 < x  3} (4) {x | x  –6} 

 

 (5) {x | –2 < x < 10} (6) {x| – 2  x < 2} 

 

 

3. กําหนดเอกภพสมัพทัธ์ คือเซตของจํานวนจริง   

  A = (2, 5), B = (–1, 9] และ  C = (–3, ) 

 จงหาเซตตอ่ไปนี �รูปช่วง 

 (1) A  (2) B 

 

 

 

 (3) C  (4) A  B 

 

 

 

 (5) B  C (6) A – B 

 

 

 

 (7) C – A (8) B  C 
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4. จงหาเซตคําตอบของอสมการในแตล่ะข้อตอ่ไปนี � 

 (1) 3x 5x 6 0      (2) 2x 2x 3 0    

 

 

 

 

 (3) 
(x 1)(x 4)

0
(x 4)

 



   (4) 3 2x 2x x 2    

 

 

 

 

 (5) 
3 2

2

x 5x x 5
0

x 4x 5

  


 
   (6) 

2 4

x 2x x



 

 

 

 

 

 

 

 (7) 
3

x 1
0

x 5x x 5




  
   (8) –6 ≤ 2x – 3 ≤ 1 

 

 

 

 

 

 (9) 
2(x 3) (x 1)

0
x(x 1)(x 1)

 


 
   (10) 

2 2

2

(x 3x 10)(x x 6)
0

x 2x 15
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 (11) 
5 6

7
x 1 x 3

 
 

   (12) 22x 5x 1 0    

 

 

 

 

 

 

 

 

 (13) 
6

8

(x 5)
0

(x 8)





    (14) 

x 3
1 1

x 2


  


 

 

 

 

 

 

 

 (15) 2 2(x 4)(x 1) 0      (16) (x 1)(x 1) (x 1)(x 2)      

 

 

 

 

 

 

 

 (17) 
2

18 15x
6 0

x 2x 3


 

 
   (18) 

15 4

6

(x 1) (x 3) (x 5)
0

(x 2)(x 4)
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 (19) 4 3 2x 6x 3x 26x 24 0      (20) 
3 2

2

x 5x x 5
0

x 4x 5

  


 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (21) 
3 2x 6x 11x 6

0
x 2

  



  (22) 

2 2

2

(x 3x 10)(x x 6)
0

x 2x 15

   


 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.   จงหาเซตคําตอบของอสมการในแตล่ะข้อตอ่ไปนี � 

  (1) 2x 5 2      (2) 
x 3

2
x 5





 

 

 

 

 

 (3) 2x 4x 3 15      (4) 2 x 2x 5    
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 (5) x 1 x 3       (6) 2x 8x 12 x 4     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) 2x 8x 12 x 4      (8) x 2 x 2 2     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (9) 
1 2x 1

2x 2





    (10) 

1 1

3 x x 2 x 1
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6. ถ้าฐานของรูปสามเหลี�ยมรูปหนึ�งสั �นกวา่สว่นสงู 5 เซนตเิมตร พื �นที�ของรูปสามเหลี�ยมรูปนี �จะมี

คา่อยู่ระหวา่ง 42 และ 52 ตารางเซนติเมตร จงหาหาความยาวของฐานและความสงูของรูป

สามเหลี�ยมนี �  

 

 

 

 

 

 

 

 

7.   เซตคําตอบของอสมการ  2x 1 x 1 x     คือเซตใด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.   ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ  3x2 + 5x + 2 < 0  และ  

     B เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2x 1
0

x 3





 แล้ว (A  B) คือข้อใด 
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9.  ค่าสัมบูรณ์ สมการ และอสมการค่าสัมบูรณ์ 

 9.1  ค่าสัมบูรณ์(Absolute Value) 
 

     บทนิยาม   ให้  x  เป็นจํานวนจริงๆ  คา่สมับรูณ์ของ  x จะเขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  |x|   

                         นิยามดงันี � 

                             
x ; x 0

| x |
x ; x 0

  
 

 

 

ตวัอย่างเชน่  |–5| = –(–5)  ,  |2.5| = 2.5  ,  | 0 | = 0 

 

 สมบัติของค่าสัมบูรณ์ 
 

            กําหนดให้  x, y เป็นจํานวนจริงใดๆ 

         ทฤษฎีบท 9.1   |x|  =  |–x| 

         ทฤษฎีบท 9.2   |x|    0 

         ทฤษฎีบท 9.3   |x|   x 

         ทฤษฎีบท 9.4   |xy|  =  |x||y| 

         ทฤษฎีบท 9.5   
x | x |

y | y |
   โดยที�  | y |   0 

         ทฤษฎีบท 9.6   2 2 2| x |   |x |  x   

         ทฤษฎีบท 9.7   |x| = |y|  ก็ตอ่เมื�อ   x = y  หรือ  x = –y 

         ทฤษฎีบท 9.8    |x| = 2x  

         ทฤษฎีบท 9.9    |x + y|    |x| + |y| 

         ทฤษฎีบท 9.10   |x – y|    ||x| – |y|| 

         ทฤษฎีบท 9.11   |x + y|   ||x| – |y||   

         ทฤษฎีบท 9.12   |x| <  a  หมายถึง  –a < x < a 

                               |x|   a  หมายถึง  –a  x  a  

         ทฤษฎีบท 9.13   |x| > a  หมายถึง  x < –a  หรือ  x > a 

                               |x|   a  หมายถึง  x   –a  หรือ  x   a 
 

พิสจูน์ให้เป็นแบบฝึกหดั 

ข้อสังเกต      |x + y|  =  |x| + |y|  ก็ตอ่เมื�อ  xy > 0 

                |x – y|  =  ||x| – |y||  ก็ตอ่เมื�อ  xy > 0 

                |x + y|  = ||x| – |y||  ก็ตอ่เมื�อ  xy < 0 
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9. 2  สมการที�อยู่ในรูปค่าสัมบูรณ์ 
 

 หลักการสมการค่าสัมบูรณ์  คือ  ขจดัคา่สมับรูณ์ออกจากสมการให้หมด  มีวิธีการตาม

ลกัษณะของสมการดงันี � 

 รูปแบบที� 1 :   |p(x)| = 0     

                                  สรุปวา่  f(x) = 0 

 รูปแบบที� 2 :   |p(x)| = a  เมื�อ  a > 0   

                                สรุปวา่  p(x) = a 

 รูปแบบที� 3 :   |p(x)| = a  เมื�อ  a < 0   

                         สรุปวา่  เซตคําตอบคือ   

 รูปแบบที� 4 :   |p(x)| = |q(x)|    

                                 สรุปวา่  p(x) = q(x)  หรือ  p(x) = – q(x)  

 รูปแบบที� 5 :   |p(x)| = q(x)   

                                 สรุปวา่ ( p(x) = q(x)  หรือ  p(x) = – q(x) ) และ  q(x) ≥ 0 

 รูปแบบที� 6 :   |p(x)| = p(x)   

                                 สรุปวา่  p(x)  0 

 รูปแบบที� 7 :   |p(x)| = – p(x)   

                                  สรุปวา่  p(x)  0 

 รูปแบบที� 8 :   |p(x)| + |q(x)| =  |p(x) + q(x)|   

                                  สรุปวา่  p(x)q(x)  0 

 รูปแบบที� 9 :   |p(x)| – |q(x)| =  |p(x) – q(x)|   

                                  สรุปวา่  p(x)q(x)  0  และ  |p(x)|  |q(x)| 

 รูปแบบที� 10 :   |p(x)| – |q(x)| =  |p(x) + q(x)   

                                  สรุปวา่  p(x)q(x)  0  และ  |p(x)|  |q(x)| 

 รูปแบบที� 12 :  รูปแบบอื�นๆนอกจากนี �  จะอาศยันิยามในการแก้ซึ�งต้องแยกเป็นกรณี  ดงันี � 

                 ถ้า  p(x)  0 จะได้ |p(x)| = p(x) 

                                             ถ้า  p(x) < 0 จะได้ |p(x)| = –p(x) 

 

  หมายเหตุ     

                        การขจดัคา่สมับรูณ์อาจจะใช้วิธีการยกําลังสองทั �งสองได้  เช่น รูปแบบที� 1 – 4 

                      โดยใช้สมบตัิ  2 2| p(x) |   p(x)  

                      แต่จะต้องตรวจสอบคาํตอบด้วยเสมอ 
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ตัวอย่าง 1 จงหาเซตคําตอบของสมการในแตล่ะข้อตอ่ไปนี � 

 (1) | 2x 5 | = 0    (2) |8 – 5x| = –2 

 

 

 (3) |2x – 5| = 4    (4) |3x – 1| = 2 – x 

 

 

 

 

 (5) x+ 2 = | 2x x 6  |   (6) |x – 5| = |2x + 4| 

 

 

 

 

 (7) 
2

| x |
| x 1 |




    (8) 
x 2

1
2x 1





 

 

 

 

 

 

 (9) 
x 3

x 2




 = 

x 3

x 2




   (10) |(x + 2)(1 – x)| = (x + 2)(x – 1) 

 

 

 

 

 

 (11) |x + 2| + |2x – 1| = |3x + 1| (12) |x – 5| – |x| = 5 
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 (13) 2x 3 | x | 4 0      (14) 24 | x 2 | 3 | x 2 | 1 0      

 

 

 

 

 

 

 

 

 (15) 2x 2x 3 3 | x 1 |      (16) |2x – 5| = |x + 2| + 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (17) 
| x 1 |

5
| x 1 | 1




 
    (18) 

| x 3 | 1

| x 2 | 5 2
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9. 3  อสมการที�อยู่ในรูปค่าสัมบูรณ์ 
 

 หลักการอสมการค่าสัมบูรณ์  คือ  ขจดัคา่สมับรูณ์ออกจากอสมการให้หมด  มีวิธีการตาม

ลกัษณะของอสมการดงันี � 

 รูปแบบที� 1 :   |p(x)| < a  เมื�อ  a > 0    

                         สรุปวา่  – a < p(x) < a 

 รูปแบบที� 2 :   |p(x)| > a เมื�อ  a > 0      

                                  สรุปวา่  p(x) > –a  หรือ  p(x)> a 

 รูปแบบที� 3 :   |p(x)| < 0  หรือ  |p(x)| < a  เมื�อ  a < 0   

                                 สรุปวา่เซตคําตอบคือเซตวา่ง 

 รูปแบบที� 4 :   |p(x)| < q(x)   

                                 สรุปวา่  – q(x) < p(x) < q(x)  

 รูปแบบที� 5 :   |p(x)| > q(x)   

                                 สรุปวา่  p(x) < – q(x)  หรือ  p(x) > q(x)  

 รูปแบบที� 6 :   |p(x)| < |q(x)|   

                                 ใช้การยกกําลงัสองทั �งสองข้างจะได้  2 2p(x) q(x)    

                                 ทําให้สรุปวา่ [ p(x) – q(x) ][ p(x) + q(x) ] < 0 

 รูปแบบที� 7 :    a < |p(x)| < b   

                         สรุปวา่  a < |p(x)|  และ  |p(x)| < b  

 รูปแบบที� 8 :   อสมการที�มีรูปแบบอื�นๆ อาศยันิยามในการแก้ซึ�งต้องแยกเป็นกรณี  ดงันี � 

   ถ้า p(x)  0 จะได้ |p(x)| = p(x) 

   ถ้า p(x) < 0 จะได้ |p(x)| = –p(x) 

       หลงัจากนั �นหาเซตคําตอบของแตล่ะอสมการของแตล่ะกรณีแล้วนํามายเูนียนกนั 

      หมายเหตุ รูปแบบของอสมการ 1 – 8 ยงัคงเป็นจริงเมื�อเปลี�ยนเป็นเครื�องหมาย  ≤  หรือ  ≥  

                     รูปแบบที� 4, 5 ใช้การยกกําลังสองทั �งสองต้องระวัง(ไม่แนะนําให้ใช้) …. 

 

ตัวอย่าง 2 จงหาเซตคําตอบของอสมการตอ่ไปนี � 

 (1) |x – 2| < 7     (2) |x||x – 5| ≥ 6 
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 (3) 
3x 1

4
x 2





     (4) 

3 2x
4

2 x





  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (5) |2x + 1| ≤ 3x +2   (6) |4x – 3| > 6x +1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) 
1 2x 1

| 6 3x | 3





    (8) 2|x + 2| ≤ |x + 3| 
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 (9) |3 – |x|| < 1    (10) ||x| – 3| < |x – 2|    

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) ||x – 1| – 1|||x – 1| + 1| < 50 

 

 

 

 

 

 

 (12) 
| x |

1
| x | 5




 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (13) 
| x 1 | 5

6
| 2 x |
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ตัวอย่าง 3  จงหาคา่จํานวนจริง  M  ที�ทําให้  ในแตล่ะข้อตอ่ไปนี � 

(1) | 3x  – 2| ≤ M    เมื�อ  x  [–4, 4] 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) | 2x + 2x – 3 | ≤ M  เมื�อ  x  เป็นจํานวนที�สอดคล้องกบั  |x – 1| < 1

2
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (3) 
x 2

x 2




 ≤  M  เมื�อ  x  เป็นจํานวนที�สอดคล้องกบั  |2x – 1| ≤ 2 
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แบบฝึกหัดที� 9 

 

1. กําหนดให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริง   จงพิจาณาวา่ข้อใดตอ่ไปนี �เป็นจริง หรือเป็นเท็จ 

 ……..(1) ถ้า  |a + b| = |a| + |b|  แล้ว  ab ≥ 0 

 ……..(2) ถ้า  a < 0  แล้ว  a > |a| 

 ……..(3) |a – b| = |b – a| 

 ……..(4) |a – b| = |a| + |b| 

 ……..(5) |a||b| ≥ |a|b 

 ……..(6) ถ้า  a < 0 และ b > 0  แล้ว  |ab| = ab 

 ……..(7) ถ้า  |a| > |b| แล้ว  c|a| ≤ |cb| 

 ……..(8) ถ้า  |a| ≤ |b|  แล้ว  3 3a b  

 ……..(9) |a + b| ≥ |a – b|  

 ……..(10) ถ้า  ab ≤ 0 แล้ว  |a – b| = ||a| – |b||  

  

2. จงหาเซตคําตอบของสมการในแตล่ะข้อตอ่ไปนี � 

 (1) | 2x 3x 2  | = 2   (2) | 2x 3x 6  | = 2x + 6 

 

  

 

 

 

 (3) | 2x 3x 2  | = 2x 3x 2   (4) 2 2| x 2x 3 | 3 2x x      

 

 

 

 

 

 (5) 2| x 3x 6 | | 2x 6 |      (6) 
3

| x 1 |
| x 1 |
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 (7) |x + 5| = |x| + 5   (8) |x – 5| = |x – 1| + 4 

 

 

 

 

 (9) |x + 4| + |x – 4| = 8   (10) |x + 4| + |4 – x| = 8 

 

 

 

 

 

 (11) |3x – 5| + |2x – 3| = |5x – 8| (12)   | 3x – 8|+| 2x – 4| = | 3x + 2x – 12| 

 

 

 

 

 

 

 (13) |x – 3| + |x + 2| – |x – 4| = 3 (14) |x + 1| + |x + 2| + |x – 1| = 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (15) 22x 5 | x | 3 0      (16) 24x 20x 19 | 2x 5 |     
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 (17) 
| x 2 |

6
| x 2 | 5




 
   (18) 2 2| x 3 | x | 2 | x 2x     

 

 

 

 

 

 

 (19) 25 3
x | x 5x 4 |

2 2
      (20)   |x – 1|+|x – 2|+…+|x – 11| = 55  

 

 

 

 

 

 

 

 

3. จงหาเซตคําตอบของอสมการตอ่ไปนี � 

 (1) |x – 4||x + 1| ≤ 0   (2) |x + 3||x – 4| >  0 

 

 

 

 

 

 

 

 (3) 2| x x 1 | 4        (4) 
3x 1

5
x 3
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 (5) | 2x x 1  | ≤ x – 2   (6) | 2x 6 | > 4x + 1 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) |x – 3| ≤ | 2x 3 |   (8) 2 2| 2x x 10 | | x 8x 22 |      

 

 

 

 

 

 

 

 (9) 2x | x | 12 0      (10) 2x 2 | x | 15 0    

 

 

 

 

 

 

 

 (11) 
2

2

x 4x 4 x 2
12 0

x 3x 6x 9

  
  
 

 (12) 
2 3

| x 2 | 2x 1
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 (13) 2 2| x x 20 | x x 20      (14) 2 2| x 2x | 2x x    

 

 

 

 

 

 

 

 

 (15) 
4

| x 1 |
| x 1 | 2

 
 

   (16) |x – 1| + |2x + 3| > 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (17) 2 2| x 5 | x | 4 | | 2x 3 | x | 1 |      
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 (18) 
| 3x 2 |

5
| x 1 | 1




 
 

 

 

 

 

 

 

 

 (19) 2(x | x 1 |)(x | x |) 0     

 

 

 

 

 

 

 

 (20) 22x 5x 3 | x 1 |     

 

 

 

 

 

 

 

4.  ถ้า a เป็นจํานวนจริงที�น้อยที�สดุที�ทําให้  | 2x – 4x + 3|  a ทกุคา่ x ซึ�ง |4x – 11|  5  

 แล้ว a  มีคา่เท่าใด 
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10.  สมบัตคิวามบริบูรณ์(The axiom on completeness)  

 สมบตัิของความบริบรูณ์เป็นสมบตัิหนึ�งที�สําคญัของจํานวนจริง  ก่อนอื�นต้องทําความเข้าใจ

เรื�องเหลา่นี �ก่อน 

      บทนิยาม    กําหนดให้  S    

                   (1)  จํานวนจริง  a  เป็นค่าขอบเขตบน(upper bound) ของ  S   

                                  ก็ตอ่เมื�อ  x ≤ a  สําหรับทกุๆ  x  S   และกลา่ววา่  S มีคา่ขอบเขตบน 

                          (2)  จํานวนจริง  a  เป็นค่าขอบเขตล่าง(lower bound) ของ  S   

                                  ก็ตอ่เมื�อ  a ≤ x  สําหรับทกุๆ  x  S   และกลา่ววา่  S มีคา่ขอบเขตลา่ง 

 

      บทนิยาม    กําหนดให้  S    

                   (1)  จํานวนจริง  a  เป็นขอบเขตบนค่าน้อยสุด(least upper bound) ของ  S   

                                  ก็ตอ่เมื�อ  ไมม่ีคา่ขอบเขตบนใดของ S ที�น้อยกวา่  a  

                          (2)  จํานวนจริง  a  เป็นขอบเขตล่างมากสุด(greatest lower bound) ของ  S   

                                  ก็ตอ่เมื�อ  ไมม่ีคา่ขอบเขตลา่งใดของ S ที�มากกวา่  a 

 

      สัจพจน์ความบริบูรณ์ 

                   ในระบบจํานวนจริง  ถ้า  S   , S ≠   และ  S มีขอบเขตบน  แล้ว   

                 S จะมีขอบเขตบนคา่น้อยสดุ 

 

จากสจัพน์ของความบริบรูณ์  จะได้วา่ ถ้า  S   , S ≠   และ  S มีขอบเขตลา่ง  แล้ว   

 S จะมีขอบเขตลา่งคา่มากสดุ  ด้วย 

 

 

ตัวอย่าง 1 

1.   จงหาขอบเขตบนน้อยสดุและขอบเขตลา่งมากสดุของเซต S ที�กําหนดให้ตอ่ไปนี � 

 (1) S = {–2, 0, 2}    (2) S = {1, 2, 3, …} 

  ขอบเขตบน = ………………...  ขอบเขตบน = ……………….... 

  ขอบเขตบนน้อยสดุ = ………….  ขอบเขตบนน้อยสดุ = …………. 

  ขอบเขตลา่ง = ………………..  ขอบเขตลา่ง = …………….….. 

  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ………  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ……… 
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 (3) S = {…, 1, 2, 3}   (4) S = {
1 1 1

1, , , , ...
2 3 4

} 

  ขอบเขตบน = ………………...  ขอบเขตบน = ……………….... 

  ขอบเขตบนน้อยสดุ = ………….  ขอบเขตบนน้อยสดุ = …………. 

  ขอบเขตลา่ง = ………………..  ขอบเขตลา่ง = …………….….. 

  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ………  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ……… 

 (5) S = [–2, 2]     (6) S = (0, 4) 

  ขอบเขตบน = ………………...  ขอบเขตบน = ……………….... 

  ขอบเขตบนน้อยสดุ = ………….  ขอบเขตบนน้อยสดุ = …………. 

  ขอบเขตลา่ง = ………………..  ขอบเขตลา่ง = …………….….. 

  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ………  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ……… 

 (7) S = (–,  5]    (8) S = (3, ) 

  ขอบเขตบน = ………………...  ขอบเขตบน = ……………….... 

  ขอบเขตบนน้อยสดุ = ………….  ขอบเขตบนน้อยสดุ = …………. 

  ขอบเขตลา่ง = ………………..  ขอบเขตลา่ง = …………….….. 

  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ………  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ……… 

 (9) S  =  {x | 2x  < 5}   (10) S =  {x|(x – 3)(x – 2) > 0} 

  ขอบเขตบน = ………………...  ขอบเขตบน = ……………….... 

  ขอบเขตบนน้อยสดุ = ………….  ขอบเขตบนน้อยสดุ = …………. 

  ขอบเขตลา่ง = ………………..  ขอบเขตลา่ง = …………….….. 

  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ………  ขอบเขตคา่ลา่งมากสดุ = ………

2.   ให้  A = 
2

1
x | 1

x 4x 4

  
  

   

  และ   

              B = {n | n เป็นจํานวนเตม็ลบ ซึ�ง n  –2} 

 ขอบเขตบนคา่น้อยสดุของ A  B เท่าใด 
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สรุป  ระบบจาํนวนจริง 

 

 ในแตล่ะหวัข้อเราได้กลา่วถึงสมบตัิของระบบจํานวนจริงตา่งๆ ที�คญัมีอยู่ 15 ข้อ และเรียก

สมบตัิเรานั �นวา่สัจพจน์ของจาํนวนจริง  ซึ�งจะขาดข้อใดไปไมไ่ด้    ดงันั �นระบบจํานวนจริงจึง

ประกอบด้วยเซต   พร้อมทั �งการดําเนินการการบวก (+)  และการคณู ()  ซึ�งเขียนแทนด้วย

สญัลกัษณ์ ( , +  ) และสจัพจน์ดงันี � 

 สัจพจน์ 1 : ถ้า  a, b    แล้ว  a + b   

 สัจพจน์ 2 : ถ้า  a, b, c    แล้ว  (a + b) + c  =  a + (b + c) 

 สัจพจน์ 3 : มี  0    ซึ�งทําให้  0 + a = a + 0 = a  สําหรับทกุ a   

 สัจพจน์ 4 : ถ้า  a    แล้วจะมี  –a    ซึ�งทําให้  a + (–a) = (–a) + a = 0 

 สัจพจน์ 5 : ถ้า  a, b    แล้ว  a + b = b + a 

 สัจพจน์ 6 : ถ้า  a, b    แล้ว  ab   

 สัจพจน์ 7 : ถ้า  a, b, c    แล้ว  (ab)c  =  a(bc) 

 สัจพจน์ 8 : มี  1    ซึ�งทําให้  1a = a1 = a  สําหรับทกุ a   

 สัจพจน์ 9 : ถ้า  a    แล้วจะมี  1a    ซึ�งทําให้  a 1a  = 1a a = 1 

 สัจพจน์ 10 : ถ้า  a, b    แล้ว  ab = ba 

 สัจพจน์ 11 : ถ้า  a, b    แล้ว   a(b + c) = ab +ac 

สัจพจน์ 12 : มีเซต      ซึ�ง  0    และ  ถ้า  a  เป็นจํานวนจริงที� a ≠ 0  

                        แล้ว  a     หรือ   –a     เพียงอย่างหนึ�งอย่างใดเท่านั �น  

สัจพจน์ 13 : ถ้า  a, b     แล้ว  a + b    

สัจพจน์ 14 : ถ้า  a, b     แล้ว  ab    

สัจพจน์ 15 : ถ้า S  , S ≠  และ S มีขอบเขตบน แล้ว S จะมีขอบเขตบนคา่น้อยสดุ 
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แบบฝึกหดัที� 10 
 

1.     จงหาขอบเขตบน  ขอบเขตบนน้อยสดุ  ขอบเขตลา่ง  และขอบเขตลา่งมากสดุ  ของเซตที� 

         กําหนดให้ตอ่ไปนี � 

เซต ขอบเขตบน 
ขอบเขตบน 

น้อยสุด 
ขอบเขตล่าง 

ขอบเขตล่าง 
มากสุด 

(1)        

(2)   {–2, 3, 10}     

(3)   {1, 2, 3, … }     

(4)   {1, 2, 3, 4}     

(5)   {…, –2, –1, 0}     

(6)   {8}     

(7)   (0, 5)     

(8)   [–5, –2.4]     

(9)  (3, )     

(10)  (–, –5]     

 

2.   จงหาขอบเขตบน  ขอบเขตบนน้อยสดุ  ขอบเขตลา่ง  และขอบเขตลา่งมากสดุ  ของเซตที� 

       กําหนดให้ตอ่ไปนี � 

 (1) {x|(x – 3)(x – 2) > 0 (2) {x |x2 < 4}  

 

 

 

 

 (3) {x | x = 
1

n
 ;  n  I+} (4) { x |  |x + 2| < 2}
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3.  กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของอสมการ x 1
2

x 2





 และ a  เป็นคา่ขอบเขตบนน้อยสดุของ S    

     จงหาคา่ของ 2a  + 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.    ให้  A  =  2 2{x | x 3x 3 x 2x 2 2}        

 และ  a  เป็นขอบเขตบนน้อยสดุของ A 

  B  =  {y    | y  =  x2 + 2x + a} 

 จงหาขอบเขตลา่งมากสดุของ B 
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แนวแบบทดสอบเรื�อง ระบบจาํนวนจริง 
 

จงเลือกคําตอบที�ถกูต้องที�สดุ 

1. กําหนดให้       แทนเซตของจํานวนจริง  และ   A      จงพิจารณาข้อความใดตอ่ไปนี � 

  ก.    ถ้า   a  A   และ   b  A   แล้ว   a + b   A 

  ข.    มี    a  A   และ   b  A   แล้ว   a + b   A 

       ข้อความที�แสดงวา่  A   สอดคล้องกบัสมบตัิปิดของการบวก  คือข้อความใด 

 1.    ข้อความ  ก.                                           2.  ข้อความ  ข. 

 3.    ข้อความ  ก.  และ ข.                           4.   ไมใ่ช่ทั �งข้อความ  ก.  และ  ข. 

2. กําหนดให้  A =  n  n เป็นจํานวนเตม็บวก  และ n  เป็นจํานวนอตรรกยะ  } 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.    A    สอดคล้องกบัสมบตัิปิดของการบวก 

  ข.    A    สอดคล้องกบัสมบตัปิิดของการคณู 

 ข้อความใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

 1.    ข้อความ  ก.                                           2.  ข้อความ  ข. 

 3.    ข้อความ  ก.  และ ข.                           4.   ไมใ่ช่ทั �งข้อความ  ก.  และ  ข. 

3. กําหนดให้  B   =    n   n  เป็นจํานวนเตม็บวก  และ  n    เป็นจํานวนตรรกยะ  } 

 พิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.    B    สอดคล้องกบัสมบตัิปิดของการบวก 

  ข.    B    สอดคล้องกบัสมบตัปิิดของการคณู 

 ข้อความใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

 1.    ข้อความ  ก.                                           2.  ข้อความ  ข. 

 3.    ข้อความ  ก.  และ ข.                           4.   ไมใ่ช่ทั �งข้อความ  ก.  และ  ข. 

4. ถ้า   a    เป็นจํานวนตรรกยะ   และ   b  เป็นจํานวนอตรรกยะ    ข้อความใดถกูต้อง 

 1.    ab  เป็นจํานวนอตรรกยะ                  2.    ab  เป็นจํานวนตรรกยะ 

 3.    a + b  เป็นจํานวนอตรรกยะ                 4.    a
b

  เป็นจํานวนอตรรกยะ 

5. ถ้าต้องการให้ข้อความ   “ ถ้า  a  A  แล้ว  จะมี  a-1  A  ซึ�ง  aa-1  =  1 ” เป็นความจริง   

 เซต  A  ควรจะเป็นเซตใดตอ่ไปนี � 

  1.   A เป็นเซตจํานวนตรรกยะ       2.   A เป็นเซตจํานวนตรรกยะบวก 

 3.   A  เป็นเซตจํานวนเตม็บวก       4.   A เป็นเซตจํานวนจริง 
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6. ข้อความใดตอ่ไปนี �ไมถ่กูต้อง 

 1.    ถ้า  a    เป็นจํานวนจริง  แล้ว   | a |   เป็นจํานวนตรรกยะ  หรือ  จํานวนอตรรกยะ 

 2.    ถ้า  a    เป็นจํานวนอตรรกยะ  แล้ว   | a |   เป็นจํานวนอตรรกยะ 

 3.    ถ้า  a    เป็นจํานวนตรรกยะ  แล้ว   | a |   เป็นจํานวนตรรกยะ 

 4.    ถ้า  | a |     เป็นจํานวนตรรกยะ   แล้ว  a   เป็นจํานวนตรรกยะ 

7. กําหนดให้  A แทนเซตของจํานวนจริงที�ไมเ่ท่ากบัศนูย์ และ  a, b  A และนิยาม  a  b ดงันี �      

    a  b   =  
2 2a b

ab


         

 ข้อความใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง                   

 1.    A  มีสมบตัิปิดของ            2.   A  มีสมบตัิสลบัของ   

 3.    a  b  A ก็ตอ่เมื�อ   a  b             4.   A มีสมบตัิเปลี�ยนกลุม่ได้ของ                 

8. กําหนดให้   A = { 1 , 2, 3, 4 , 5 , 6 , }   ถ้า  a , b  A  และนิยาม  a * b  ดงันี � 

    a  b    =   เศษที�ได้จากการหาร  ab  ด้วย  7 

 ข้อความใดตอ่ไปนี �ไมถ่กูต้อง 

 1.    A  มีสมบตัิปิดของ             

 2.   A  มีสมบตัิสลบัของ   

 3.    อินเวอร์สของ   4  ภายใต้    คือ   6 

 4.   มี   x A  ซึ�ง   x  a  =  a  สําหรับทกุ   a  A 

9. กําหนดให้เอกภพสมัพทัธ์คือเซตของจํานวนจริง จงพิจารณาวา่ข้อความใดตอ่ไปนี � 

  ก.    ถ้า  a   เป็นจํานวนเตม็คู ่  แล้ว   a2   เป็นจํานวนเตม็คู ่

  ข.    ถ้า  a2   เป็นจํานวนเตม็คู ่ แล้ว   a    เป็นจํานวนเตม็คู ่

  ค.    ถ้า  a   เป็นจํานวนเตม็คี�  แล้ว   a2   เป็นจํานวนเตม็คี� 

  ง.    ถ้า  a2   เป็นจํานวนเตม็คี�  แล้ว   a    เป็นจํานวนเตม็คี� 

 ข้อความ  ก.  – ข.  มีข้อถกูกี�ข้อ 

 1.    1  ข้อ               2.    2  ข้อ                    3.    3  ข้อ                    4.   4  ข้อ 

10. กําหนดให้  a  และ  b  เป็นจํานวนจริง  ข้อใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

 1.   ถ้า  ab  =  a  แล้ว    b = 1        2.   ถ้า  a2 < b2   แล้ว   a < b 

 3.   ถ้า  a3 < b3   แล้ว   a <  b   4.   ถ้า  a < b   แล้ว   a|b| <  b|b| 

11. กําหนดให้  a และ  b เป็นจํานวนจริง  และ   a < b   ข้อใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

 1.    a|a| < b|b|                    2.   
1 1

a b
  

 3.   a < a + b < b           4.   | a | | b |  



ระบบจาํนวนจริง                                                                   84                                                 โรงเรียนนาคประสิทธิ�  

 

12. กําหนดให้   2  < a < 10  และ   10 < b < 20   ข้อความใดตอ่ไปนี �ไมถ่กูต้อง 

 1.  10 < 100 – a < 98            2.   0 < b2 –  a2 < 390 

 3.   
2

1 100
1

4 b
                         4.   100 < b2 + a2 < 500 

13. กําหนดให้  a  (–2, 4) และ  b  (–4, 1)   จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.    a + b  (–6, 6)          ข.    a – b    (–3, 3) 

  ค.   a b  [0, 16]          ง.    a3 – b    (–9, 68) 

 ข้อความ  ก.  –  ข.  มีข้อถกูกี�ข้อ 

 1.    1  ข้อ               2.    2  ข้อ                    3.    3  ข้อ                    4.   4  ข้อ 

14. จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.   ถ้า   a > 0 , b > 0 และ  a    b แล้ว   2
a

b

b

a
  

  ข.   มีจํานวนจริงบวก  a  และ  b  ซึ�ง  a  +  b   <   
ba

ba4


 

 ข้อความใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

 1.    ข้อความ  ก.                                           2.  ข้อความ  ข. 

 3.    ข้อความ  ก.  และ ข.                           4.   ไมใ่ช่ทั �งข้อความ  ก.  และ  ข. 

15. ถ้า  a , b และ  c เป็นจํานวนจริง  โดยที�   a < b < c  แล้วข้อความใดที�ไมถ่กูต้อง 

 1.   a b
a b

2


                               2.   a b c

a c
3

 
   

 3.   a3 < b3 < c3       4.   ab   <  bc 

16. กําหนดให้  a  และ  b   เป็นจํานวนจริงบวก  และ   a    b   สมการในข้อใดตอ่ไปนี �ที�ทําให้ 

 เราสรุปได้วา่  |x|  a  และ  |y|  b 

 1.   x y
1

a b
                              2.   x y

1
a b
   

 3.   
2 2

2 2

x y
1

a b
          4.    

2 2

2 2

x y
1

a b
     

17. ข้อความใดตอ่ไปนี �ถกู  เมื�อ  a และ  b เป็นจํานวนจริงบวก 

 1.   ถ้า  a < b แล้ว  a < b 2                 2.   ถ้า  a < b แล้ว   a 2 < b 

 3.  ถ้า  a < b แล้ว  a < ab                  4.   ถ้า  a < b แล้ว   a 2 < b 2  

18. ให้  m , x ,  y  และ   z   เป็นจํานวนจริงที�ไมใ่ชศ่นูย์  ถ้า   0z
y

x
  แล้วข้อความใด 

 ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

 1.    y 1

x z
                   2.  x  >  yz   

 3.   my
mz

x
       4.  mx

mz
y
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19. ถ้า  a และ  b เป็นจํานวนจริงบวก  ซึ�ง  a < b และ    3(a2 + b2) = 10 ab  แล้ว  

 
3

a b

a b

        

  มีคา่เท่ากบัข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.    – 2                   2.     – 4                     3.     – 6                       4.  – 8   

20. ข้อความใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

1. ถ้า  a  เป็นจํานวนจริง  และ  n เป็นจํานวนเตม็บวก  แล้ว  n

n

a

a

 

2. ถ้า   a,  b  เป็นจํานวนจริงซึ�ง     a2 + b2  > ( a + b )2  แล้ว   ab  <  0 

3. ถ้า   a,  b และ  c เป็นจํานวนจริงซึ�ง  a < b แล้ว   ac <  bc  หรือ   ac > bc 

4. ถ้า   a,  b  เป็นจํานวนจริงซึ�ง   a > b แล้ว   | a – b |  =  | a | – | b | 

21. กําหนดพหนุาม  p(x)  = 5x2 – 11x2 – 14x – 10  ถ้าหาร  p(x)  ด้วย   x – 3  เศษจาก 

 การหารเท่ากบัข้อใด 

  1.      16            2.   – 16      3.   15            4. – 15 

22. ผลบวกของคา่สมับรูณ์ของคําตอบของสมการ  2x3 – 3x2 – 11x + 6 = 0  มีคา่เท่ากบัข้อใด 

 1.    0                  2.   1

2
               3.  3

2
                4.   5

2
 

23. ถ้า  A เป็นเซตคําตอบของอสมการ  x3 + 2x2 – 5x – 6   0  แล้ว  A เป็นสบัเซตของข้อใด 

 1.   (-, -2]  (0, 2]                       2.   (-, -3)  (0, 3) 

 3.   (-, -1]                                    4.   [-3, ) 

24. คําตอบที�เป็นจํานวนเตม็ของอสมการ     x2 + x    2x2 + 2x – 12    x2 + 3   

 มีทั �งหมดกี�จํานวน 

 1.   2 จํานวน                   2.  3 จํานวน                      3.  4 จํานวน  4.  5 จํานวน 

25.  ถ้า  a  เป็นคําตอบที�เป็นจํานวนเตม็บวกที�มีคา่น้อยที�สดุของอสมการ   2x 10
1

3x 5





 และ   

             b  เป็นคําตอบที�เป็นจํานวนเตม็ลบที�มคีา่มากที�สดุของอสมการ    3x
2

x 2



  

  แล้ว   a + b  มีคา่เท่ากบัข้อใด 

 1.   2                     2.  3                        3.  4     4.  5  

26. จํานวนเตม็ที�เป็นคําตอบของอสมการ  4(x 5)
0

(x 6) (x 3)




 
  มีทั �งหมดกี�จํานวน 

 1.  6                        2.  7                        3.  8                    4.  9  

27. เซตคําตอบของอสมการ    
4

2

(x 1) (x 5) (x 3)
0

(x 2) (x 4)

  


 

    คือข้อใด 

 1.   (- , -1 ]  (2 , 4)  (4 , 5]              2.   (-, -1] U (2, 5] 

 3.   [-1, 2)  [5, )                     4.   [-3, -1 ]  (2, 5]        
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28.   เซตคําตอบของอสมการ    
2

7 6
5

x 1 x 1
 

 

    คือข้อใด 

 1.   (-, -1)  ( 3

5
 , )                   

 2. (- , -1 )  (2 , ) 

 3.   (-, 3

5
 )  ( 3

5
 , 1)  (2, )      

 4. (-, -1)  ( 3

5
 , 1)  (2 ,) 

29. ผลบวกของทกุคําตอบของสมการ  x 1 x 1
2

1 x x 6


 


  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  2    2.  1    3.  –1   4.  0 

30. ให้    A = { x   | 
| x |

2
| x | 1




 }  และ 

  B = { x   | x3 – 2x2 – 3x = 0 }   

 แล้ว   A – B  คือเซตในข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  (–, –2]  (–1, 0)  (0, 1)  [2, 3)  (3, ) 

 2.  (–, –2)  (–1, 1)  [2, ) 

 3.  (–, –2)  [–1, 1]  [2, ) 

 4.   

31. เซตคําตอบของสมการ  | x +2 | = –2x +5  คือเซตในข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  { x  
x 1

0
x 7





 }     2.  { x  

x 7
0

x 1





 } 

 3.  { x  (x – 1)(x – 7) = 0 }   4.  { x  x2 – 1 = 0 } 

32. กําหนดให้   A = { x   |  5x2 – 42x + 16 > 0 }  พิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.  A = { x   | 
21 19

x
5 5

   } 

  ข.  B =  – [
2

5
, 8]  

 ข้อใดตอ่ไปนี �ถกู 

 1.  ก   ถกู  และ  ข  ถกู     2.  ก   ถกู  และ  ข  ผิด 

 3.  ก   ผิด  และ  ข  ถกู     4.  ก   ผิด  และ  ข  ผิด 

33. เซตคําตอบของอสมการ   x 1
1

x 1 2
 


   คือเซตในข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  (–, –10)  [–10, –1]  [3, 10]  (10, )  

 2.  (–, –1]  [3, ) 

 3.    

 4.  ข้อ 1, 2, 3  ไมม่ีข้อใดถกู 



ระบบจาํนวนจริง                                                                   87                                                 โรงเรียนนาคประสิทธิ�  

 

34. กําหนดให้   A = { x   |  
| x | 1

0
| x | 2





 } 

   B = { x   | 1  | x |  3 }   

 แล้ว   A  B   คือเซตในข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  [–3, –1]  [1, 3]     2.  (–, –2]  [2, ) 

 3.  [–3, 3]       4.  (–, ) 

35. จํานวนจริง  x  ที�มากที�สดุที�สอดคล้องกบัอสมการ    
2

22x 4
2x

3


  

 เป็นสมาชิกของเซตในข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  [–1, 0.5)      2.  [0.5, 1)    

 3.  [1, 1.5)       4.  [1.5, 2) 

36. กําหนด    | x + 2 | < 3   และ   | y – 4 | < 3  ข้อใดตอ่ไปนี �ถกูต้อง 

 1.  
x 2

1
y 4





   และ   | x + 2 | – | y – 4 | < 0 

 2.  x – y = –6   และ   –5 < 
x 1

y 7
    

 3.  –12 < x – y < 0  และ  –5 < 
x

y
 < 1 

 4.  –12 < x – y < 0  และ  5

7


 < 

x

y
 < 1 

37. กําหนด  x  [1, 2]  และ  y  [2, 5]   จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.   x + y  [3, 7]   ข.   x – y  [–4, 0] 

  ค.  xy  [2, 10]    ง.  x

y
  [

1

5
, 1]   

 ข้อเท็จจริงสําหรับข้อความทั �ง 4 ข้อ คือ 

 1.  ถกูต้องเพียง  1 ข้อ     2.  ถกูต้องเพียง  2 ข้อ 

 3.  ถกูต้องเพียง  3 ข้อ     4.  ถกูต้องทั �ง  4 ข้อ 

38. ให้   A  และ  B  เป็นสบัเซตของ    ที�มี  a  และ  b  เป็นคา่ขอบเขตบนน้อยสดุของ  A  และ  

B  ตามลําดบั  จงพิจารณาข้อความตอ่ไปนี � 

  ก.     a + b  เป็นคา่ขอบเขตบนน้อยสดุของเซต  A + B   

   เมื�อ  A + B = { x + y | x  A , y  B } 

  ข.    a – b  เป็นคา่ขอบเขตบนน้อยสดุของเซต  A – B   

   เมื�อ  A – B = { x – y | x  A , y  B } 

 ข้อเท็จจริงสําหรับข้อความทั �ง 2 ข้อ คือ 

 1.  ทั �งข้อ ก. และข้อ  ข.  ถกูต้อง    2.  ข้อ  ก.  เท่านั �นที�ถกูต้อง 

 3.  ข้อ  ข.  เท่านั �นที�ถกูต้อง    4.  ข้อ  ก.  และข้อ  ข.  ผิด 
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39. ให้   f(x)  =  ax5 + 7x4 – 4x3 + 2x – b   ถ้า   x2 – 1  เป็นตวัประกอบของ  f(x)   

 แล้ว  a2 – b2  มีคา่ตรงกบัข้อใดตอ่ไปนี � 

 1.  –5   2.  9    3.  45   4.  –45 

40. เซตในข้อใดตอ่ไปนี �เป็นเซตคําตอบของสมการ  3 29x 12x x 2 0     
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